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Oppgave 1

(a)

()

Et alternativ kunne veere a velge treningssettet pa en mer systematisk
mate, f.eks ved a ta de fgrste observ asjoner til dette. Det kan
imidlertid veere systematikk i hvordan data er samlet inn, og da vil
ikke treningssettet veere representativt for nye data.

P-verdien for AGE er ganske stor, noe som sier at det ikke er grunnlag
for a pasta at et (lineeer) bidrag av denne variabelen er viktig. Da vi
gnsker enkle modeller, tilsier dette at vi bgr fjerne denne. Det minker
ogsa sjansen for overtilpasning.

Vi kan bruke AIC kriteriet for a velge mellom modeller. Dette gir

AIC) = — 2% (—742.34) 4+ 2% 20 = 1524.68
AIC, = — 2% (=742.90) + 2 % 19 = 1523.80

Da AIC verdien for den nye modellen er lavere, velger vi denne.

Alternativt kan en argumentere direkte fra den fgrste regresjonstabellen
at det ikke er grunn til a forkaste hypotesen om at regresjonskoeffisien-
tent tilhgrende AGE er signifikant forskjellig fra 0 og dermed velge den
alternative modell.

Vi ser at noen av P-verdiene tilhgrende den kategoriske variabel RAD
er ganske store. En mulig forenkling av modellen kunne veere a sla
sammen noen av kategoriene.

GAM er basert pa glattingssplines som gir prediksjoner av typen
Ui = 2?21 Sijyj, dvs linesere kombinasjoner av observasjonene.

(Fortsettes pa side 2.)
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Frihetsgrader er definert gjennom > | S;;. Vi kan da beregne en AIC
verdi for denne modellen:

AIC 0 = — 2% (—615.79) + 2 % 46.12 = 1323.82

som er adskillig lavere enn de tidligere modeller. Denne modellen er
altsa a foretrekke. Basert pa plottene er dette ogsa rimelig da flere av
variablene viser ikke-lineszere sammenhenger.

Vi far ogsa en god reduksjon i estimert feilrate pa testdata som er
rimelig nar vi far sapass stor forbedring i tilpasning.

Nar vi har kombinasjoner av oppsplittinger med ulike forklaringsvari-
able, far vi indirekte interaksjoner.

Dette er et produkt av Gaussiske sannsynlighetstettheter som da
baserer seg pa antagelser at hver observasjon er Gaussisk og at
observasjonene er uavhengige av hverandre. Vi antar ogsa at
variasjonen er den samme for alle observasjoner.

For klassifikasjonstraer sa antar vi at vi har samme modell innenfor et
omrade R,,. Dermed blir u; = ¢, for ; € R,,.

For en modell med 9 endenoder har vi 9 ¢, verdier og % som ma

estimeres. I tillegg har vi 8 oppsplittinger og hver av disse krever 2
parametre (hvilken variabel som skal brukes til oppsplitting, og hvilke
terskelverdi). Dermed far vi 9 + 1 + 2 x 8 = 26 parametre.

AIC for denne modellen blir da
AlCpee = — 2% (—697 — 49) + 2 % 26 = 1446.98

Dette er noe bedre enn de linesere modeller, men noe darligere enn

GAM.

I Bagging sa bruker vi ulike bootstrap utvalg til a lage mange
regresjonstraer og sa tar vi gjennomsnitt av prediksjonene vi far fra
hvert tre for en endelig prediksjon.

For Random Forrest gjgr vi noe liknende, men for a gjore treerne mer
ukorrelerte, bruker vi kun et (tilfeldig) utvalg av forklaringsvariablene
for hver oppsplitting.

For Boosting, sa genereres traerne sekvensielt der vi tilpasser residua-
lene fra tidligere modell med et nytt tre. For a hindre overtilpasning
blir de tilpassede treer skalert ned med en leeringsparameter \.

Alle metodene har potensiale for a forbedre regresjonstreer da de
kan minke variabiliteten (som kan veere stor for trgr) uten at
forventningsskjevhet behgver a gke mye.

I dette tilfellet ser alle metodene ut til a gi forbedringer, uten at det er
mye forskjell mellom de ulike metodene.

(Fortsettes pa side 3.)



Eksamen i STK2100, Torsdag 15. juni 2017. Side 3

Interessant nok gir det ogsa forbedringer i forhold til GAM. Dette kan
skyldes at interaksjoner er viktig, noe GAM modellen ikke har med,
men som treer indirekte gir muligheter for.

Oppgave 2

(a)

K-nzrmeste nabo metoden gar ut pa a finne de K nsermeste punkter
x; til o sa estimere P(Y = g|X = xg) ved 3 > 1(yi = g), evt ved
direkte klassifiksering a klassifisere til den klasse som opptrer oftest
bland de neermeste punktene.

Det er en enkel metode, fleksibel med liten forventningsskjevhet (hvis
K er liten) men kan ha stor varians. K kan velges ved for eksempel
kryss-validering.

Siden sma K gir veldig lokal tilpasning, mens stor K gir mer global
struktur, vil K = 1 svare til det midterste plottet, K = 10 til det til
venstre og K = 100 det til hgyre.

K =100 ser ut til a gi for restriktiv modell mens K =1 gir for mange
lokale tilpasninger. Jeg ville derfor foretrekke K = 10.

Vi har at
E[L(Y,Y)] =E[[L(Y,Y)] ]

og minimering av forventet feil kan gjores ved a minimere forventet feil
for hver x. Videre har vi at

E[L(Y.Y)|lz] =E[I(Y #Y)|a]

=S I(T = g)(1 = Pr(Y = gla))

=1

Q

=1-) I(Y =g)Pr(Y = glz).

Vi ser da at for a fa dette minst mulig, ma vi ha Zle I(Y = g)Pr(Y =
glz) sterst mulig. Dette far vi til ved a velge Y = argmax, Pr(Y =
gle).

For & kunne beregne Y, trenger vi da Pr(Y = glz) = E[I[(Y = g)|z] =
fy(x) for alle g.

Vi kan innfgre dummy variable y;, = I(y; = g) og sa tilpasse modeller
ElY,] = fy(x;) med vanlige regresjonsmetoder der na Y;, behandles
som en numerisk respons.

Deretter kan en klassifisere til den klassen som estimerer hgyest respons.

(Fortsettes pa side 4.)
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()

(f)

Merk at logistisk regresjon ikke er en regresjonsmetode, men en
klassifikasjonsmetode!

En mulighet er & bruke = 3" | I(§; = y;). Dette vil imidlertid gi for
optimistisk anslag da vi bruker samme data til trening og testing.

Alternative metoder er

e Dele data i to, bruke en del til trening og en til testing. Dette vil gi
en forventningsrett estimator, men vil gi mindre data til trening.

o Kryss-validering: Her deler en data opp i K grupper. K — 1
grupper blir brukt til trening mens den siste gruppen blir brukt
til validering. Ved a utfere K slike tilpasninger og valideringer,
far vi utnyttet all data til validering mens vi far brukt en andel
(K —1)/K av data til trening. En svakhet her er at vi fremdeles
ikke bruker all data til trening og at vi validerer ulike modeller
som ingen er lik den vi endelig ville bruke.

e (AIC: Dette er basert pa a korrigere for underestimering av
prediksjonsfeil gjennom a legge inn et straffeledd. Fordelen er
at alle data kan utnyttes. Ulempen her er at den baserer seg
mye mer pa modell-antagelsene, som da ma spesifiseres. Denne
metoden har vi bare savidt nevnt i denne sammenhengen)

Alle forventninger nedenfor er betinget pa x.

Fol@o)] + Elfy(mo)] — fy(20))?]
(@0)))?] + BL(E[f,(z0)] — Folo)])?]+

~ ~

2E((fy(@0) — Elfy(@0))) (Elfy(@0)] — fy(wo))]

~

|-
=(fy(@o) = Elfy(@0)])? + Var[fy (o))

Det forste leddet er forventningsskjevhet. Det andre leddet er varians
til f. I en typisk situasjon ma vi avveie disse leddene mot hverandre.

Alternativt

~

E[(fg<m0) - g(wo))j]
=Var[fy(x0) — fo(0)] + (E[(fy(0) — fo(20)])?
+ ( -

=Var[f,(20)] + (f,(ao)

For en restriktiv estimator vil vi kunne fa en stor forventningsskjevhet
men liten varians, mens det blir omvendt for en mer fleksibel estimator.

For valg av de ulike estimatorer vil det da veere en avveining mellom
forventningsskjevhet og varians.

(Fortsettes pa side 5.)
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Oppgave 3

(a) Da vi har samme straff A pa alle §;-ene er det hensiktsmessig at disse
er pa samme skala, og det kan vi fa til ved a skalere variablene.

(b) Utledning:
0, . .
b8 ==23 (== 3 ) =230
0 j=1 i=1
8_@hﬁl _—QZ< 50—25]'%]')331'14‘231,521
j=1

som gir normallikninger
A ~
=— Z Yi =19y
n-

ZBJ memzl—'—Bl Z Yi — Y zl_zyzlea = 7-"ap
som pa matriseform kan skrives (X har na ikke 1 i forste kollonne og
,3 = (517 75}’))

(XTX + A3 = X"y

Dette gir da @74 = 3 = (XTX + X)X Ty.
(c) Vi far at

E[Br49°) =(XTX + M) ' X781 + X 3]

=(I+\)'X"Xp
1

EEDY

VB =VI(X"X + M) X" (Bl + X + €]
=V[(XTX + M) 'XTe
=(XTX + \I) ' XTI X (XTX + AI)?
— 1 2
a2’

Vi ser derfor at ved valg av A > 0 far vi en forventningsskjevhet, men
at vi far en reduksjon i varians.



