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Oppgave 1
a)
Modell (1) pa standard ARMA (p,q)-form:
Xt — dxi—1 = wi + Qw1 + Owy_o,

dvs.
#(B)=1—-¢B og 6O(B)=1+0B+0B>

En stokastisk prosess er svakt stasjonaer dersom
E[z;] = p ikke avhenger av ¢

0g
Cov[zy, x4—p] = vy(h) kun er en funksjon av h, ikke av ¢.

b)

En ARMA-modell er kausal dersom den kan skrives pa formen

(o]
Tt = E 1/)jwt,j.
=0

Vi har )
gb(z):l—qbz:O:%z:g,

slik at
z utenfor enhetssirkelen < |¢| < 1.

Dvs. {x:} er kausal hvis |¢| < 1, ingen betingelser pa 6.
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En ARMA-modell er invertibel dersom den kan skrives pa formen

oo
E TjTt—5 = Wt-
j=0

Vi har

1 1 1 1
9(,2):1—1—9,2—1—922:0:,2:,21:—5—1— 177 eller p=m =g

N
| =

Dersom 6 > 4 blir z; og 2z reelle og

i< i<t og lal<g4yi=
=5 06 IRI=5 T\ T

Dersom 6 < 4 blir rgttene komplekse

som gir
|.|2_ 12+ lfl _1
al =2 9 4) @

z; utenfor enhetssirkelen < [0| < 1.

0g

Dvs. {z:} er invertibel hvis |6| < 1, ingen betingelser pé ¢.

c)

$(B)ry = 0(B)wy & ¢ = ¢~ (B)I(B)wr = ¢(B)wy

Generelt har vi altsa
P(z) = 671 (2)0(2) & d(2)Y(2) = 0(2),

som i var situasjon gir
(1 — ¢2)(ho + Y12 +1ho2® + P32 +...) = 1+ 02 + 022

Yo — oz + P12 — pPr 2 4+ o2® — gahoz® + 32 — dhgt + . = 1402+ 022
Dvs.
o =1
—go+ 11 =0 =1 =0+ ¢tho =0+ ¢
—phr Py =0 = 1py =0+ o1 = 0 + $(0 + ¢) = (1 + ¢) + ¢
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— o+ 1p3 =0 = b3 = gaho = PO(1 + ¢) + ¢°

— i1+ = 0= = Y1 = ¢y =...=¢ 201+ ¢) + ¢

. 0(1
=0 (147050 or 23
Har dermed vist at
) 0(1
@bo:l , ¢1:9+¢ og ¢j:¢j <1+ (q;ﬂs)) fOI‘jZQ.
d)
Vi har at

o0
T = E Yjwi—j,
Jj=0

der 1)j'ene er kjent fra c¢). For h > 0 far man dermed

W(h) = [$t$t+h {(Z%wt g) <Z¢kwt+hk>]
k=0

=E [Z ¢j¢jhwt2+hj] =05 > Yiions
i=h

j=h

ved a benytte at forskjellige w,’er er uavhengige. Spesielt for A = 0 far man

7<o>=ai(1+<e+¢>2+( 1”5)2&)
=02 <1+(9+¢)2+(1+6(1¢t¢)) 1€_ﬁ4¢2>

v(1) =02 (1/}1% + oty + Zlﬁﬂ/}] 1)

7=3

For h =1 fir man

=02 ((9+¢)(1+¢2+9(1+¢))+< o1 +¢’> Z¢2j 1)

eksAug03l August 4, 2003 Side 3



SIF5079 Tidsrekker og filterteori

_ 2 2 01+¢)\> ¢°
- w<(9+¢)(1+¢ +9(1+¢>))+<1+ p ) 1_¢2>

som gir ett-stegs korrelasjon

) 00 (400 +0) + (14 22)" 5

- - 2
7(0) 14 0+ ) + (1+ 20452) 12,

p(1)

For ¢ = —0.7 og 6 = 0.8 far man v(0) = 2.05 og p(1) = —0.27, mens man for ¢ = 0.9 og
0 = —0.1 far v(0) = 3.66 og p(1) = 0.85. I figur 1 ser vi at realisasjonen i (b) &penbart har
mye hgyere ett-stegs korrelasjon enn realisasjonen (a). Realisasjonen i (a) ma derfor hgre
til ¢ = —0.7 og § = 0.8, mens realisasjonen i (b) hgrer til ¢ = 0.9 og 6§ = —0.1.

Oppgave 2
a)

I tidsrekka i (a) er apenbart variansen avhengig av nivéet, den har stgrst variabilititet nér
verdien er stor. Det er derfor ikke rimelig & tilpasse en ARMA (p,q)-modell. Det er naturlig
& prove med en variansstabiliserende transformasjon. Dette kan vaere a ta logaritmen eller
en Box-Cox-transformasjon.

Tidsrekka i (b) har en klar trend. Forventningen ser ut til & gke linesert med tiden. Det
er derfor ikke naturlig & modellere denne som en ARMA(p,q)-modell. Det er rimelig &

differensiere tidsrekka for & fjerne trenden.

Tidsrekka i (c) har ingen klare trender. Variabiliteten synes heller ikke & avhengig av nivaet.
Det er rimelig & tilpasse en ARMA (p,q)-modell til denne.

b)

Partiell autokorrelasjonsfunksjon er definert som

h—1 h—1
¢nn = Corrlxy, —x) " w9 — x5 |,
der xzfl og :Eg*l er beste linezre prediktor for henholdsvis xj, og xg basert pa x1,x2,...,2Tp_1.

En AR(1)-modell er gitt ved
Ty = Pu_1 + wy,

2
-

der {w;} er hvit stgy med Var[w;] = o
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For h =1blir h —1 = 0 slik at xz_l = :vg_l = 0. Dermed
¢11 = Corr[xy, z9] = Corr[dpzg + w1, o] = ¢Corr[zy,x1] + Corr|wy, xo] = ¢
siden Corr|wy, xg] = 0 nar modellen er kausal.

For h = 2 blir h — 1 = 1 og man mé starte med & bestemme x3 og z}. For den fgrste har

vi at
1
Ty = o+ Py,

der o og 3 skal velges slik at E[(z1 — 22)?] minimeres. T en AR(1)-modell far man

E[(z3 —2)%] = E[((a + fz1) — (¢21 + w2))’] = E[(a + (8 — §)z1 +w2)?]

=a? + (8- ¢)’E[(x1)?] + o2,

der vi for siste overgang har benyttet at xy og ws er uavhengige siden modellen er kausal,
og at E[z1] = E[ws] = 0. Ser dermed at E[(z — 25)?] minimeres ved & velge o = 0 og
8= ¢. Dvs. x% = ¢x1.

Med helt tilsvarende regning far man at zj = ¢x1. Dermed
¢22 = Corr[ze — ¢x1, 20 — 1] = Corr|we, ¢ — ¢px1] = 0,

siden w9 er uavhengig av zg og z; nar modellen er kausal.

)

Autokorrelasjonsfunksjonen synes & avta eksponensielt mot null. Partiell autokorrelasjons-
funksjon er signifikant forskjellig fra null kun for lag 1 og 2. (For lag 2 er den ikke sterkt
signifikant). Begge disse stemmer overens med oppfgrselen for en AR(2)-modell. [Eventuelt
kan man vurdere en AR(1)-modell siden partiell autokorrelasjonsfunksjon pa lag 2 er sépass
lite signifikant.|

Likelihoodfunksjonen for en AR(1)-modell er gitt som

300

L(¢,02) = f(x1,22, ..., 23005 6, 05) = f(x1;0,02) - [ [ f(@ilar, ... wii150,02)

1=2

300

= f(x1a¢7 0-3)) : Hf(xi|xi—1;¢>o'i)a
=2
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der den siste overganger folger av AR(1)-modellens markovegenskap. For en AR(1)-modell
har vi videre at

1 1
f(@i|wi1; 0,02) = ezl exp {_ﬂ(% — ¢$i1)2} .

Ogsa x1 er normalfordelt med forventning 0, men variansen ma bestemmes. Denne kan
f.eks. bestemmes ved

Var[zy] = Var[pxz;_1 + wi] = ¢*Var[zy_1] + o2

Siden tidsrekka er stasjonzer ma Var[z;_;] = Var[z,] slik at

Var[z;] = Ow

1— ¢

1 — 2 1— 2
f(xl;gbvazz): H 271'0'(;; exp{_ 0_2¢ CE%}

Dermed far vi at likelihoodfunksjonen blir

—3 300
L(6.03) = Y e {—% [(1 — )t + Y (i - mi_l)?} }
w =2

(2mo2)

Dermed blir

d)

ARMA(2,0)-modellen har best (lavest) AIC-verdi. P-verdiene er ogsa hgyest for ARMA(2,0)-
modellen. For acf og pacf for residualene er det relativt liten forskjell pa de to modellene,
men bade acf og pacf pa lag 1 er signifikant forskjellig fra null for ARMA(1,0)-modellen og
ikke for ARMA(2,0)-modellen. Alt dette indikerer altsa at vi skal foretrekke ARMA(2,0)-
modellen fremfor ARMA(1,0)-modellen.

Oppgave 3
a)
Benytter tilstandsligningen for & fa (for h > 1)
Tpon = BlZninlyr, v2, - yn] = Elo@nin—1 + wninlyi, y2, - yn]

= ¢E[Tpqn-1y1, Y2, - - - Un] + Elwnanlyr, y2, - -, yn] = 62851
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siden E[wp1n|y1,Y2, - - Yn] = Elwnyn] = 0 da w4 er uavhengig av de (tidligere) observa-
sjonene y1,y2, ..., Yn. Rekursjonsligningen for prediksjonene blir dermed

Tyop =0, for h=1,2...

For prediksjonsvariansen far man tilsvarende
Priyn = Varleg ply1, vz, - - yn] = Var[gzn 1 +wnnlyn, v2, -5 vl

= ¢2var[372+h—1‘yla Y2y 7yn] + Var[wn+h|y17y25 s >yn]
= ¢2Pff+h71 + Var|wy, 1] = ¢2P7?+h71 +0°.

Her benyttet vi fgrst at w,,p er uavhengig av x, .1 og deretter nok en gang at w,,p er
uavhengig av de (tidligere) observasjonene y1,¥s,. .., y,. Rekursjonsligningen er dermed

=P, +a? forh=1,2,...

b)
Vi har at

Yt = Ori 1 +wr + v = (w1 + V1) — QU1 Fwp + v = dYr1 +wp + v — Pv1.

Dette blir ekvivalent med
Yt = PYyi—1 + ar + Gay_1,

der {a;} er en Gaussisk hvit stgy prosess med Var[a;] = 72, dersom vi velger 72 og @ slik at
Var|w; + vy — ¢vi—1] = Var[a; + Gay_q]

08
Cov]ws + v¢ — ¢pvi—1,wi—1 + v4—1 — pv—2] = Covlaz + a1, a;—1 + Ga;_s).
De to ligningene blir
2 H1+¢?=721406% og —o¢=07"
Deler vi disse pa hverandre far vi en andregradsligning for 6,

_a2+1+¢2:1+62©92+02+1+¢2
¢ 0 ¢

Dette gir

1| o?+1+4¢? <02+1+¢2>2
= |- B —4
R R N
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08

Dvs. vi har en ARMA(1,1)-modell med ¢; = ¢, §; = 6 og med stgyvarians 72.

[Man kan forgvrig merke seg at 02 4+ 1 + ¢? > 2¢ slik at 6 vil vaere reell. Dessuten ma man
velge lgsningen som har |§| < 1 dersom man gnsker en invertibel modell.]
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