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������ ��� �� �������� �����p�q�������

xt − φxt−1 = ωt + θωt−1 + θωt−2,

����
φ(B) = 1− φB �� θ(B) = 1 + θB + θB2.

�� ���������� ������� �� ����� ��������� ������

�[xt] = µ ���� �������� �� t

��
���[xt, xt−h] = γ(h) ��� �� �� �������� �� h� ���� �� t.

��

�� ����������� �� ������ ������ ��� ��� ������� �� ������

xt =

∞�

j=0

ψjωt−j .

�� ���

φ(z) = 1− φz = 0 ⇒ z =
1

φ
,

���� ��
z ������� ��������������⇔ |φ| < 1.

���� {xt} �� ������ ���� |φ| < 1� ����� ����������� �� θ�

��������� ������ �� ���� ���� �



������� ���������� �� ����������

�� ����������� �� ���������� ������ ��� ��� ������� �� ������

∞�

j=0

πjxt−j = ωt.

�� ���

θ(z) = 1 + θz + θz2 = 0 ⇒ z = z1 = −
1

2
+

�
1

4
−

1

θ
����� z = z2 = −

1

2
−

�
1

4
−

1

θ
.

������ θ ≥ 4 ���� z1 �� z2 ������ ��

|z1| ≤
1

2
< 1 �� |z2| ≤

1

2
+

�
1

4
= 1.

������ θ < 4 ���� ������� ���������

z1 = −
1

2
+ i

�
1

θ
−

1

4
�� z2 = −

1

2
− i

�
1

θ
−

1

4
,

��� ���

|zi|
2 =

�
1

2

�2

+

�
1

θ
−

1

4

�

=
1

θ
.

��
zi ������� ��������������⇔ |θ| < 1.

���� {xt} �� ���������� ���� |θ| < 1� ����� ����������� �� φ�

��

φ(B)xt = θ(B)ωt ⇔ xt = φ−1(B)θ(B)ωt = ψ(B)ωt

�������� ��� �� �����
ψ(z) = φ−1(z)θ(z) ⇔ φ(z)ψ(z) = θ(z),

��� � ��� ��������� ���

(1− φz)(ψ0 + ψ1z + ψ2z
2 + ψ3z

2 + . . .) = 1 + θz + θz2

ψ0 − φψ0z + ψ1z − φψ1z
2 + ψ2z

2 − φψ2z
3 + ψ3z

3 − φψ3z
4 + . . . = 1 + θz + θz2.

����
ψ0 = 1

−φψ0 + ψ1 = θ ⇒ ψ1 = θ + φψ0 = θ + φ

−φψ1 + ψ2 = θ ⇒ ψ2 = θ + φψ1 = θ + φ(θ + φ) = θ(1 + φ) + φ2

��������� ������ �� ���� ���� �



������� ���������� �� ����������

−φψ2 + ψ3 = 0 ⇒ ψ3 = φψ2 = φθ(1 + φ) + φ3

���

−φψj−1 + ψj = 0 ⇒ ψj = φψj−1 = φ2ψj−2 = . . . = φj−2θ(1 + φ) + φj

= φj

�

1 +
θ(1 + φ)

φ2

�

��� j ≥ 3

��� ������ ���� ��

ψ0 = 1 � ψ1 = θ + φ �� ψj = φj

�

1 +
θ(1 + φ)

φ2

�

��� j ≥ 2.

��

�� ��� ��

xt =

∞�

j=0

ψjωt−j ,

��� ψj���� �� ����� ��� ��� ��� h ≥ 0 ��� ��� ������

γ(h) = �[xtxt+h] = �








∞�

j=0

ψjωt−j





�
∞�

k=0

ψkωt+h−k

�



= �




∞�

j=h

ψjψj−hω2
t+h−j



 = σ2
ω

∞�

j=h

ψjψj−h,

��� � ������� �� ������������ ωt��� �� ����������� �������� ��� h = 0 ��� ���

γ(0) = σ2
ω



1 + (θ + φ)2 +

�

1 +
θ(1 + φ)

φ2

�2 ∞�

j=2

φ2j





= σ2
ω

�

1 + (θ + φ)2 +

�

1 +
θ(1 + φ)

φ2

�2 φ4

1− φ2

�

��� h = 1 ��� ���

γ(1) = σ2
ω



ψ1ψ0 + ψ2ψ1 +

∞�

j=3

ψjψj−1





= σ2
ω



(θ + φ)
�
1 + φ2 + θ(1 + φ)

�
+

�

1 +
θ(1 + φ)

φ2

�2 ∞�

j=3

φ2j−1
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������� ���������� �� ����������

= σ2
ω

�

(θ + φ)
�
1 + φ2 + θ(1 + φ)

�
+

�

1 +
θ(1 + φ)

φ2

�2 φ5

1− φ2

�

��� ��� ��������� �����������

ρ(1) =
γ(1)

γ(0)
=

(θ + φ)
�
1 + φ2 + θ(1 + φ)

�
+

�
1 + θ(1+φ)

φ2

�2
φ5

1−φ2

1 + (θ + φ)2 +
�
1 + θ(1+φ)

φ2

�2
φ4

1−φ2

.

��� φ = −0.7 �� θ = 0.8 ��� ��� γ(0) = 2.05 �� ρ(1) = −0.27� ���� ��� ��� φ = 0.9 ��
θ = −0.1 ��� γ(0) = 3.66 �� ρ(1) = 0.85� � ���� � ��� �� �� ������������� � ��� �������� ���
��� ������ ��������� ����������� ��� ������������� ���� ������������� � ��� �� ������ ����
��� φ = −0.7 �� θ = 0.8� ���� ������������� � ��� ����� ��� φ = 0.9 �� θ = −0.1�

������� �

��

� ��������� � ��� �� �������� ��������� �������� �� ������� ��� ��� ������ �������������� ���
������� �� ����� ��� �� ������ ���� ������� � �������� �� �����p�q��������� ��� �� ��������
� ����� ��� �� ��������������������� ��������������� ����� ��� ���� � �� ���������� �����
�� �����������������������

��������� � ��� ��� �� ���� ������ ������������� ��� �� ��� � ��� ������� ��� ������ ���
�� ������ ���� �������� � ��������� ����� ��� �� �����p�q��������� ��� �� ������� �
������������ ��������� ��� � ������ ��������

��������� � ��� ��� ����� ����� �������� �������������� ����� ������ ���� � �������� �� �������
��� �� ������� � �������� �� �����p�q�������� ��� ������

��

�������� ������������������������ �� ������� ���

φhh = ����[xh − xh−1
h , x0 − xh−1

0 ],

��� xh−1
h �� xh−1

0 �� ����� ������� ��������� ��� ����������� xh �� x0 ������ �� x1, x2, . . . , xh−1�

�� ���1�������� �� ���� ���
xt = φxt−1 + ωt,

��� {ωt} �� ���� ���� ��� ���[ωt] = σ2
ω�

��������� ������ �� ���� ���� �



������� ���������� �� ����������

��� h = 1 ���� h− 1 = 0 ���� �� xh−1
h = xh−1

0 = 0� ������

φ11 = ����[x1, x0] = ����[φx0 + ω1, x0] = φ����[x1, x1] + ����[ω1, x0] = φ

����� ����[ω1, x0] = 0 ��� �������� �� �������

��� h = 2 ���� h − 1 = 1 �� ��� �� ������ ��� � �������� x1
2 �� x1

0� ��� ��� ������ ���
�� ��

x1
2 = α + βx1,

��� α �� β ���� ������ ���� �� �[(x1
2 − x2)

2] ���������� � �� ������������ ��� ���

�[(x1
2 − x2)

2] = �[((α + βx1)− (φx1 + ω2))
2] = �[(α + (β − φ)x1 + ω2)

2]

= α2 + (β − φ)2�[(x1)
2] + σ2

ω,

��� �� ��� ����� �������� ��� �������� �� x1 �� ω2 �� ���������� ����� �������� �� �������
�� �� �[x1] = �[ω2] = 0� ��� ������ �� �[(x1

2 − x2)
2] ��������� ��� � ����� α = 0 ��

β = φ� ���� x1
2 = φx1�

��� ���� ����������� ������� ��� ��� �� x1
0 = φx1� ������

φ22 = ����[x2 − φx1, x0 − φx1] = ����[ω2, x0 − φx1] = 0,

����� ω2 �� ��������� �� x0 �� x1 ��� �������� �� �������

��

�������������������������� ����� � ���� ������������� ��� ����� �������� �����������������
�������� �� ���������� ����������� ��� ���� ��� ��� ��� 1 �� 2� ���� ��� 2 �� ��� ���� ������
������������ ����� ����� ������� ������� ��� ����������� ��� �� ������������� ����������
��� ��� ������� �� ������������ ����� �������� ������������������������ �� ��� � �� ������
���� ������������

�������������������� ��� �� ������������ �� ���� ���

L(φ, σ2
ω) = f(x1, x2, . . . , x300;φ, σ2

ω) = f(x1;φ, σ2
ω) ·

300�

i=2

f(xi|x1, . . . , xi−1;φ, σ2
ω)

= f(x1;φ, σ2
ω) ·

300�

i=2

f(xi|xi−1;φ, σ2
ω),

��������� ������ �� ���� ���� �



������� ���������� �� ����������

��� ��� ����� ���������� ������ �� ��������������� ��������������� ��� �� ������������
��� �� ������ ��

f(xi|xi−1;φ, σ2
ω) =

1
�

2πσ2
ω

exp

�

−
1

2σ2
ω

(xi − φxi−1)
2

�

.

���� x1 �� ������������� ��� ����������� 0� ��� ��������� �� ���������� ����� ���
������ ��������� ���

���[xt] = ���[φxt−1 + ωt] = φ2���[xt−1] + σ2
ω.

����� ��������� �� ��������� �� ���[xt−1] = ���[xt] ���� ��

���[xt] =
σ2

ω

1− φ2
.

������ ����

f(x1;φ, σ2
ω) =

�
1− φ2

2πσ2
ω

exp

�

−
1− φ2

σ2
ω

x2
1

�

.

������ ��� �� �� �������������������� ����

L(φ, σ2
ω) =

�
1− φ2

(2πσ2
ω)n/2

exp

�

−
1

2σ2
ω

�

(1− φ2)x2
1 +

300�

i=2

(xi − φxi−1)
2

��

.

��

������������������ ��� ���� �������� ���������� ���������� �� ���� ������ ��� ����������
��������� ��� ��� �� ���� ��� ����������� �� ��� �������� ����� ��������� �� �� �� ����������
��� ���� ��� �� ���� �� ��� � �� ���������� ����������� ��� ���� ��� ������������������ ��
���� ��� ������������������� ��� ����� ��������� ����� �� �� ���� ���������� ����������
�������� ������� �������������������

������� �

��

�������� ������������������ ��� � �� ���� h ≥ 1�

xn
n+h = �[xn+h|y1, y2, . . . , yn] = �[φxn+h−1 + ωn+h|y1, y2, . . . , yn]

= φ�[xn+h−1|y1, y2, . . . , yn] + �[ωn+h|y1, y2, . . . , yn] = φxn
t+h−1

��������� ������ �� ���� ���� �



������� ���������� �� ����������

����� �[ωn+h|y1, y2, . . . , yn] = �[ωn+h] = 0 �� ωn+h �� ��������� �� �� ����������� ��������
������� y1, y2, . . . , yn� ������������������� ��� ������������� ���� ������

xn
n+h = φxn

n+h−1 ��� h = 1, 2, . . .

��� �������������������� ��� ��� �����������

Pn
n+h = ���[xn

n+h|y1, y2, . . . , yn] = ���[φxn
n+h−1 + ωn+h|y1, y2, . . . , yn]

= φ2���[xn
n+h−1|y1, y2, . . . , yn] +���[ωn+h|y1, y2, . . . , yn]

= φ2Pn
n+h−1 +���[ωn+h] = φ2Pn

n+h−1 + σ2.

��� �������� �� ����� �� ωn+h �� ��������� �� xn+h−1 �� �������� ��� �� ���� �� ωn+h ��
��������� �� �� ����������� �������������� y1, y2, . . . , yn� ������������������� �� ������

Pn
n+h = φ2Pn

n+h−1 + σ2 ��� h = 1, 2, . . .

��

�� ��� ��

yt = φxt−1 + ωt + vt = φ(xt−1 + vt−1)− φvt−1 + ωt + vt = φyt−1 + ωt + vt − φvt−1.

����� ���� ���������� ���
yt = φyt−1 + at + θat−1,

��� {at} �� �� �������� ���� ���� ������� ��� ���[at] = τ2� ������ �� ������ τ2 �� θ ���� ��

���[ωt + vt − φvt−1] = ���[at + θat−1]

��
���[ωt + vt − φvt−1, ωt−1 + vt−1 − φvt−2] = ���[at + θat−1, at−1 + θat−2].

�� �� ���������� ����

σ2 + 1 + φ2 = τ2(1 + θ2) �� − φ = θτ2.

����� �� ����� �� ��������� ��� �� �� ����������������� ��� θ�

−
σ2 + 1 + φ2

φ
=

1 + θ2

θ
⇔ θ2 +

σ2 + 1 + φ2

φ
+ 1 = 0.

����� ���

θ =
1

2



−
σ2 + 1 + φ2

φ
±

��
σ2 + 1 + φ2

φ

�2

− 4
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������� ���������� �� ����������

��

τ2 = −
φ

θ
.

���� �� ��� �� ���������������� ��� φ1 = φ� θ1 = θ �� ��� ����������� τ2�

���� ��� �������� ����� ��� �� σ2 + 1 + φ2 ≥ 2φ ���� �� θ ��� ���� ������ �������� �� ���
����� ��������� ��� ��� |θ| < 1 ������ ��� ������ �� ���������� ��������

��������� ������ �� ���� ���� �


