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Oppgave 1

a)

x¢ er en kausal tidsrekke hvis x; kan uttrykkes pa fglgende mate som en en-sidig lineaer
prosess: Ty = Z;’io Y w_j, hvor Z;io |1;] < oo. Parametrene 1); kan bestemmes av
ligningen ¥(2) = 0(2)/6(2), hvor 1) = Y0ty 6(2) = 1= 612 — ... — 6,27 og
O(z) =1+6124+...+6,2%

x; er kausal hvis og bare hvis rgttene i AR-polynomet ¢(z) ligger utenfor enhetssirkelen.

At z; er invertibel betyr at z; kan representeres som en AR(oco0)-modell, dvs. 7% 72, =
wy. Forat z; skal veere invertibel, er det nédvendig og tilstrekkelig at rgttene i MA-
polynomet 0(z) ligger utenfor enhetsirkelen.

Enhver endelig MA-modell, dvs. en MA(g)-modell med endelig ¢, gir automatisk en
kausal tidsrekke. Dermed er de to tidsrekkene x; og 1, apenbart kausale. De er ogsa
begge invertible siden rottene i de respektive MA-polynomene 0,(z) = 1—0.82z og 6,(z) =
1 — 0.922 alle har absoluttverdi stgrre enn 1.

Observerer at z; = w; + vy — 0.8w;_1 — 0.9v;_5 er en stasjonser normalfordelt tidsrekke
med p = E(z;) = 0 og kovariansfunksjon y(h) gitt ved

7(0) = Var(z;) = Var(w;) + Var(v;) + 0.8*Var(w;_;) + 0.9°Var(v,_)
=14+1+0.64+0.81=345



TMA4285 Tidsrekker og filterteori Side 2 av 7

’y(l) = ’y(—l) = E(ZtZt_l) = E((wt—f—vt—O.Swt_l—0.91}t_2)(wt_1+vt_1—O.Swt_2—0.9vt_3))

= —08E(w? ) =—-0.8

7(2) = v(—2) = E(2121-2) = E((wi+v:—0.8w;—1—0.9v;_2) (wy—a+v;_2—0.8we_3—0.9v_4))
=—09E(v? ,) =—0.9

0g
v(h) =0, [h]>2

Hvis z; skal kunne representeres ved MA(2)-modellen som beskrevet i ligning (4), mé vi
apenbart kreve at

Var(u; + 01ug—q + Ou,_o) = v(0) = 3.45
E((ut + Orueq + 92ut_2)(ut_1 + O1ui_o + (92%5_3)) = ’y(l) =—-0.8
og

E((Ut + Orug—1 + Oouy_o) (w2 + Oruy—3 + 92Ut—4)) =7(2) =-09

Dette gir folgende tre ligninger for 4 bestemme parametrene o2, 6; og 0s.

(1467 +05) 02 =3.45 (1)

01(1+6) 0% =—0.38 (2)

0r02 = —0.9 (3)
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c) Ved a sette inn fra de to siste ligningene i den forste, far vi folgende ligning for & bestemme

2

0.

<1 : 0.64 0.81 ) o2 = 3.45

o2 09) ' (02)2

Innsetting av o2 = 2.50 i venstresiden av ligningen gir tallet 3.449, som m4 sies & vaere
en god tilnaermelse til 3.45.

Ved inspeksjon av ligningen, ser en at fglgende iterative lgsningsmetode kan benyttes

0.64 n 0.81
(s; —0.9)2 &2

J

-1
sj+1:3.45(1+ ) j=0.1,...

hvor startverdien sy velges passende, f.eks. s = 3. Det gir s; = 2.79, s5 = 2.69, ...

02 = 2.50 innsatt i ligningene (1) og (2) gir 6; = —0.5 og 6 = —0.36.

Oppgave 2
a) AR(2)-modellen
Ty = Ty + CTi_g + Wy, T E 4

er kausal hvis og bare hvis rgttene i polynomet ¢(z) = 1 — z — c2? ligger utenfor enhet-
sirkelen. Rgttene, betegnet med z; og 29, er gitt ved

1
2172:—2—0(1i\/1+46>

Vi ser at for ¢ > —%, sa er rgttene reelle, mens for ¢ <

konjugerte.
Ser pa det siste tilfellet forst. For ¢ < —1, blir (i = v/—1)

1
P 2—0(1 + /4] — 1)

—}1, sa er rottene kompleks

Det gir

21af? = 14+4fe[-1 1
b2 4c? |c|

Det gir at |z12] > 1 hvis og bare hvis |¢| < 1.
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b)

I dette tilfellet far vi altsa at x; er kausal hvis og bare hvis —1 < ¢ < —i.
Ser na pa tilfellet ¢ > —Z. Deler i to delproblemer: i) ¢ > 0 og ii) 0 > ¢ > —1.
i) ¢ > 0:

vV1+4c—1 5 vV1+4c—1 2

|22|: _—_—m

= <
2c (V1+4c)2 =1 1+4c+1

for alle ¢ > 0. Dermed kan x; ikke veere kausal for noen verdi ¢ > 0.

i) 0>c>—1:

1

1

- (1+/1-4 )
1.2 2|c|< [l

Det gir at
2 1 1 — 4| <z
29| = z
2|c| '

og

2] L= V14 _, 1-/1— 4] 2 .
29| = = —
? 2|c| 1— (/1T —4le))2 14++/1—4]

for alle 0 > ¢ > —}l. Det gir at begge rottene i dette tilfellet ligger utenfor enhetsirkelen.

Oppsummert: Modellen er kausal hvis og bare hvis 0 > ¢ > —1.

Nar AR-polynomet ¢(z) har to ulike, reelle rgtter z; og 22, vil autokorrelasjonsfunksjonen
p(h), h € Z, vaere bestemt av folgende uttrykk

p(h) =12 " + ey 2" (4)

For en AR(2)-modell z; = ¢124-1 + ¢oxy_o + wy vil autokorrelasjonen p(h) apenbart
tilfredsstille ligningen

p(h) =¢1p(h —1)+¢ap(h —2), h=12,... (5)

Ved & sette h = 1, og benytte at p(—1) = p(1) og p(0) = 1, far vi lignignen

p(1) =

1o (6)
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I denne oppgaven er ¢; =1 0g ¢y =c = —%. Det gir rgttene 2y =4 og 25 = 3

Vi far na felgende to ligninger for a bestemme c¢; og cs:

p(0)=c1+c,=1 (7)

13 1 16
1) = _ 2 8
pl)=cryte;= 1+2 19 (8)

Det gir ¢ = —7/38 og co = 45/38, og dermed blir autokorrelasjonen

p<h)§'(z)hl_%(%)hl7 het (9)

Oppgave 3

a) Nar modellen er kausal, har z; en MA(co)-representasjon x; = > 22 ¥;w;—j, hvor
> o [¥4] < oo. ; er dermed uttrykt som et linzert filter med frekvensresponsfunksjon

Alv) =) e ™ (10)

=0

Siden Y 7 927 = Z(é)) for alle |z| < 1, folger det at

— mu] 0(6_27””)
Zd}] ’ ¢(6 27m/) (11)

b) Siden |o| < 1, ligger roten z; = 1/a i AR-polynomet 1 — oz apenbart utenfor en-
hetssirkelen (z = £1). Dermed er z; en kausal tidsrekke og z; = Z;io adw;_j. Det gir

E(x;) = Y 2o’ E(wj) = 0 og

E(zxiin) Zoﬂaﬁh 2 =0 ahZoa o (h>0) (12)

1—a2

Siden E(x;) = konstant og E(xyxiy,) bare avhenger av h, folger det at x; er svakt
stasjoneer. Siden ogsa || < 1, gjelder det samme for y;.

x; karakteriseres av en spektraltetthet f,(v) hvis 37 [7.(h)[ < oo, hvor 7, (h) betegner
autokovariansfunksjonen til z;. Denne betingelsen er tilfredsstilt siden

2

Z el =3 T2 lal = ey < (13)

J=0
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Frekvensresponsfunksjonen A, (v) for filteret i ligning (7) er ifplge punkt a) gitt ved

A) = —

o 1 — qe—2wiv

Spektraltettheten til z; er dermed gitt ved

2
w

“T T4+ a2 20 cos(2mv)

9 g

fo(v) = A (v)|%0

Helt analogt finner vi at y; har en spektraltetthet f,(v) som er gitt ved

0_2

fov) = |A,(v)Poy = 1+ 32— 2; cos(2mv)

c) Skisse av de to filternes spektraltettheter

0 005 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

Figur 1: Spektraltettheten til x-filteret.

(] 005 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05

Figur 2: Spektraltettheten til y-filteret.
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(14)

(15)

(16)

X-filteret gir en sterk lavpassfiltrering, mens y-filteret gir en sterk hgypassfiltrering.
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d) Nar w, erstattes med y;, far vi ligningen z; —ax;_1 = y; og dermed ogsa f(x;_1 —ax;_o) =
By;—1. Kombineres disse to ligningene, far vi

xp —axi_y — B(xpo1 — ax_9) =y — Pyr—1 = vy (17)

Skrevet ut, gir det
ry — (o + B)wi—1 + afir—s = vy (18)

som gir v; = a+ 3 og 2 = —af.

e) Ifolge punkt a), er frekvensresponsfunksjonen B(v) for det kombinerte filteret gitt ved

1 1
B = : — = : 4 19
(V) 1— ,yle—Zﬂu/ _ ’)/26_47”” 1— (Oé + 6)6—271'11/ + aﬁe—47rw ( )

Nevneren kan apenbart faktoriseres, og vi kan skrive

1
B(V) = (1 . aefgﬂw)(l . 66727”"/) = AiE(V) Ay(’/) (20)

Spektraltettheten g,(v) til den nye x; blir dermed

0_2

6:(v) = | A:()F| Ay ()P, = (14 a? — 2« cos(27w))1()1 + %2 — 2 cos(27v)) (21)

En skisse av ¢, (v) for parameterverdiene fra punkt c):

Figur 3: Spektraltettheten til det nye x-filteret.

Vi ser at filteret i stor grad bare slipper igjennom hgye og lave frekvenser.



