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������� �

�� xt �� �� ������ ��������� ���� xt ��� ��������� �� �������� ���� ��� �� �������� ������
�������� xt =

�∞
j=0 ψj wt−j� ����

�∞
j=0 |ψj| < ∞� ����������� ψj ��� ��������� ��

��������� ψ(z) = θ(z)/φ(z)� ���� ψ(z) =
�∞

j=0 ψj z
j� φ(z) = 1 − φ1z − . . . − φpz

p ��
θ(z) = 1 + θ1z + . . . + θqz

q�

xt �� ������ ���� �� ���� ���� ������� � ������������ φ(z) ������ ������� ���������������

�� xt �� ���������� ����� �� xt ��� ������������� ��� �� ���∞��������� ����
�∞

j=0 πj xt−j =
wt� ����� xt ���� ���� ����������� �� ��� ��������� �� ������������� �� ������� � ���
��������� θ(z) ������ ������� ��������������

�� ������ ������� ���������� ���� �� ���q�������� ��� ������� q� ��� ���������� ��
������ ���������� ������ �� �� �� ����������� xt �� yt �������� �������� �� �� ����
����� ���������� ����� ������� � �� ���������� ������������� θx(z) = 1−0.8z �� θy(z) =
1− 0.9z2 ���� ��� ������������� ������ ��� ��

���������� �� zt = wt + vt − 0.8wt−1 − 0.9vt−2 �� �� ��������� ������������� ���������
��� µ = E(zt) = 0 �� ����������������� γ(h) ���� ���

γ(0) = ���(zt) = ���(wt) + ���(vt) + 0.82���(wt−1) + 0.92���(vt−2)

= 1 + 1 + 0.64 + 0.81 = 3.45



������� ���������� �� ���������� ���� � �� �

γ(1) = γ(−1) = �(ztzt−1) = �
�
(wt+vt−0.8wt−1−0.9vt−2)(wt−1+vt−1−0.8wt−2−0.9vt−3)

�

= −0.8�(w2
t−1) = −0.8

γ(2) = γ(−2) = �(ztzt−2) = �
�
(wt+vt−0.8wt−1−0.9vt−2)(wt−2+vt−2−0.8wt−3−0.9vt−4)

�

= −0.9�(v2
t−2) = −0.9

��

γ(h) = 0, |h| > 2

���� zt ���� ����� ������������� ��� �������������� ��� ��������� � ������� ���� �� ��
�������� ����� ��

���(ut + θ1ut−1 + θ2ut−2) = γ(0) = 3.45

�
�
(ut + θ1ut−1 + θ2ut−2)(ut−1 + θ1ut−2 + θ2ut−3)

�
= γ(1) = −0.8

��

�
�
(ut + θ1ut−1 + θ2ut−2)(ut−2 + θ1ut−3 + θ2ut−4)

�
= γ(2) = −0.9

����� ��� �������� ��� ��������� ��� � �������� ����������� σ2
u� θ1 �� θ2�

(1 + θ2
1 + θ2

2)σ
2
u = 3.45 ���

θ1(1 + θ2)σ
2
u = −0.8 ���

θ2 σ
2
u = −0.9 ���
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�� ��� � ����� ��� ��� �� �� ����� ���������� � ��� ������� ��� �� �������� ������� ��� � ��������
σ2

u�

�
1 +

0.64

(σ2
u − 0.9)2

+
0.81

(σ2
u)

2

�
σ2

u = 3.45

���������� �� σ2
u = 2.50 � ������������ �� ��������� ��� ������ ������ ��� �� ���� � ����

�� ��� ����������� ��� �����

��� ���������� �� ���������� ��� �� �� �������� ��������� �������������� ��� ��������

sj+1 = 3.45
�
1 +

0.64

(sj − 0.9)2
+

0.81

s2
j

�−1

j = 0, 1, . . .

���� ������������ s0 ������ ��������� ������ s0 = 3� ��� ��� s1 = 2.79� s2 = 2.69� ���

σ2
u = 2.50 ������� � ���������� ��� �� ��� ��� θ1 = −0.5 �� θ2 = −0.36�

������� �

�� ��������������
xt = xt−1 + cxt−2 + wt, t ∈ Z

�� ������ ���� �� ���� ���� ������� � ��������� φ(z) = 1− z − cz2 ������ ������� ������
��������� �������� �������� ��� z1 �� z2� �� ���� ���

z1,2 = −
1

2 c

�
1±

√
1 + 4c

�

�� ��� �� ��� c ≥ −1
4
� �� �� ������� ������� ���� ��� c < −1

4
� �� �� ������� ��������

�����������

��� �� ��� ����� ��������� ������ ��� c < −1
4
� ���� �i =

√
−1�

z1,2 = −
1

2 c

�
1± i

�
4|c| − 1

�

��� ���

|z1,2|
2 =

1 + 4|c| − 1

4c2
=

1

|c|

��� ��� �� |z1,2| > 1 ���� �� ���� ���� |c| < 1�



������� ���������� �� ���������� ���� � �� �

� ����� ��������� ��� �� ����� �� xt �� ������ ���� �� ���� ���� −1 < c < −1
4
�

��� �� �� ��������� c ≥ −1
4
� ����� � �� ������������� �� c > 0 �� ��� 0 > c ≥ −1

4
�

�� c > 0�

|z2| =

√
1 + 4c− 1

2c
= 2

√
1 + 4c− 1

(
√

1 + 4c)2 − 1
=

2
√

1 + 4c + 1
< 1

��� ���� c > 0� ������ ��� xt ���� ���� ������ ��� ���� ����� c > 0�

��� 0 > c ≥ −1
4
�

z1,2 =
1

2 |c|

�
1±

�
1− 4|c|

�

��� ��� ��

|z2| =
1−

�
1− 4|c|

2|c|
< |z1|

��

|z2| =
1−

�
1− 4|c|

2|c|
= 2

1−
�

1− 4|c|

1− (
�

1− 4|c|)2
=

2

1 +
�

1− 4|c|
> 1

��� ���� 0 > c ≥ −1
4
� ��� ��� �� ����� ������� � ����� ��������� ������ ������� ��������������

����������� �������� �� ������ ���� �� ���� ���� 0 > c > −1�

�� ��� ������������ φ(z) ��� �� ������ ������ ������ z1 �� z2� ��� ��������������������������
ρ(h)� h ∈ Z� ���� ������� �� �������� �������

ρ(h) = c1 z
−|h|
1 + c2 z

−|h|
2 ���

��� �� ������������ xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + wt ��� ����������������� ρ(h) ��������
�������������� ���������

ρ(h) = φ1 ρ(h− 1) + φ2 ρ(h− 2), h = 1, 2, . . . ���

��� � ����� h = 1� �� ������� �� ρ(−1) = ρ(1) �� ρ(0) = 1� ��� �� ���������

ρ(1) =
φ1

1− φ2

���



������� ���������� �� ���������� ���� � �� �

� ����� �������� �� φ1 = 1 �� φ2 = c = − 3
16
� ��� ��� ������� z1 = 4 �� z2 = 4

3
�

�� ��� �� �������� �� ��������� ��� � �������� c1 �� c2�

ρ(0) = c1 + c2 = 1 ���

ρ(1) = c1
1

4
+ c2

3

4
=

1

1 + 3
16

=
16

19
���

��� ��� c1 = −7/38 �� c2 = 45/38� �� ������ ���� �����������������

ρ(h) =
45

38
·
�3

4

�|h|
−

7

38

�1

4

�|h|
, h ∈ Z ���

������� �

�� ��� �������� �� ������� ��� xt �� ���∞���������������� xt =
�∞

j=0 ψjwt−j� �����∞
j=0 |ψj| <∞� xt �� ������ ������� ��� �� ������ ����� ��� �����������������������

A(ν) =

∞�

j=0

ψje
−2πiνj ����

�����
�∞

j=0 ψjz
j = θ(z)

φ(z)
��� ���� |z| ≤ 1� ������ ��� ��

A(ν) =

∞�

j=0

ψje
−2πiνj =

θ(e−2πiν)

φ(e−2πiν)
����

�� ����� |α| < 1� ������ ����� z1 = 1/α � ������������ 1 − αz �������� ������� ���
������������ �z = ±1�� ������ �� xt �� ������ ��������� �� xt =

�∞
j=0 α

jwt−j� ��� ���

E(xt) =
�∞

j=0 α
jE(wt−j) = 0 ��

E(xtxt+h) =

∞�

j=0

αjαj+hσ2
w = σ2

wα
h

∞�

j=0

α2j =
σ2

w

1− α2
αh (h ≥ 0) ����

����� E(xt) � �������� �� E(xtxt+h) ���� �������� �� h� ������ ��� �� xt �� �����
���������� ����� ���� |β| < 1� ������� ��� ����� ��� yt�

xt �������������� �� �� ��������������� fx(ν) ����
�∞

j=0 |γx(h)| <∞� ���� γx(h) ��������
����������������������� ��� xt� ����� ����������� �� ������������� �����

∞�

j=0

|γx(h)| =

∞�

j=0

σ2
w

1− α2
|α|h =

σ2
w

(1− α2)(1− |α|)
<∞ ����
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������������������������� Ax(ν) ��� ������� � ������� ��� �� ������ ����� �� ���� ���

A(ν) =
1

1− αe−2πiν
����

����������������� ��� xt �� ������ ���� ���

fx(ν) = |Ax(ν)|2σ2
w =

σ2
w

1 + α2 − 2α cos(2πν)
����

���� ������� ����� �� �� yt ��� �� ��������������� fy(ν) ��� �� ���� ���

fy(ν) = |Ay(ν)|2σ2
v =

σ2
v

1 + β2 − 2β cos(2πν)
����

�� ������ �� �� �� �������� �����������������

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

����� �� ����������������� ��� ����������

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

����� �� ����������������� ��� ����������

��������� ��� �� ����� ����������������� ���� ��������� ��� �� ����� �����������������



������� ���������� �� ���������� ���� � �� �

�� ��� wt ��������� ��� yt� ��� �� ��������� xt−αxt−1 = yt �� ������ ���� β(xt−1−αxt−2) =
βyt−1� ���������� ����� �� ����������� ��� ��

xt − αxt−1 − β(xt−1 − αxt−2) = yt − βyt−1 = vt ����

������� ��� ��� ���
xt − (α + β)xt−1 + αβxt−2 = vt ����

��� ��� γ1 = α + β �� γ2 = −αβ�

�� ������ ����� ��� �� ������������������������� B(ν) ��� ��� ���������� ������� ���� ���

B(ν) =
1

1− γ1e−2πiν − γ2e−4πiν
=

1

1− (α + β)e−2πiν + αβe−4πiν
����

�������� ��� �������� ������������� �� �� ��� ������

B(ν) =
1

(1− αe−2πiν)(1− βe−2πiν)
= Ax(ν)Ay(ν) ����

����������������� gx(ν) ��� ��� ��� xt ���� ������

gx(ν) = |Ax(ν)|2|Ay(ν)|2σ2
v =

σ2
v

(1 + α2 − 2α cos(2πν))(1 + β2 − 2β cos(2πν))
����

�� ������ �� gx(ν) ��� ����������������� ��� ����� ���
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