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�� ��� �� Xt ���� ���� �� ������������ �� ��� ���� ���������� �� ��� �� ������������
��� ���� �� ������ ������� ������������� ������ ��� �� φ(z) �= 0 ��� |z| = 1 �z ∈ C � ��
��������� ������

�� Xt �� �� ������ ��������� ���� Xt ��� ��������� �� �������� ���� ��� �� �������� ������
�������� Xt =

�∞
j=0 ψj Zt−j� ����

�∞
j=0 |ψj| < ∞� ����� �� �� ���∞���������

�� Xt �� ���������� ����� �� Xt ��� ������������� ��� �� ���∞��������� ����
�∞

j=0 πj Xt−j =
Zt�� ����

�∞
j=0 |πj| < ∞�

Xt �� ������ ���� �� ���� ���� ������� � ������������ φ(z) ������ ������� ������������
� C� ���� φ(z) �= 0 ��� |z| ≤ 1�

����� Xt ���� ���� ����������� �� ��� ��������� �� ������������� �� ������� � ������������
θ(z) ������ ������� �������������

�� ������������ ��� �������� ����� z = 1/φ� ����� ������ ������� ������������ ���� ��
���� ���� |φ| < 1�

������������ �� �� θ(z) = 1 + θz + 0.5z2�

�������� �������� ��� z1 �� z2� �� ���� ���

z1,2 = − θ ±
√

θ2 − 2

�� ��� �� ��� |θ| ≥
√

2� �� �� ������� ������� ���� ��� |θ| <
√

2� �� �� ������� ��������
�����������



������� ���������� �� ���������� ���� � �� �

��� �� ��� ����� ��������� ������ ��� |θ| <
√

2� ���� �i =
√
−1�

z1,2 = − θ ± i
√

2− θ2

��� ���
|z1,2|

2 = θ2 + 2− θ2 = 2

��� ��� �� |z1,2| > 1 ��� |θ| <
√

2�

���� �� θ ≥
√

2�

�� �� z2 < z1 = − θ +
√

θ2 − 2 < 0� �� ������ ����� − θ +
√

θ2 − 2 < −1� ��� ���
θ < 3/2�

������������ ��� θ ≤ −
√

2 ���� 0 < z2 = − θ −
√

θ2 − 2 < z1� �� ������ ����� − θ −√
θ2 − 2 > 1� ��� ��� θ > −3/2�

������ ������ ������� � ������������ ������� ������������ ���� �� ���� ���� |θ| < 3/2�

����������� Xt �� ���� ������ �� ���������� ���� �� ���� ���� |φ| < 1 �� |θ| < 3/2�

�� ��� ���∞������������������ Xt =
�∞

j=0 ψj Zt−j ��� ������������ ψj ��������� ��

��������� ψ(z) = θ(z)/φ(z)� ���� ψ(z) =
�∞

j=0 ψj zj� φ(z) = 1 − φz �� θ(z) = 1 + θz +

0.5z2� ��� ��� ���������

ψ0 + ψ1z + ψ2z
2 + . . . =

1 + θz + 0.5z2

1− φz
= (1 + θz + 0.5z2)(1 + φz + φ2z2 + . . .)

������������� �� ������������ ����� zj, j = 0, 1, 2, . . .� ���

ψ0 = 1

ψ1 = φ + θ

ψ2 = φ2 + φθ + 0.5

ψ3 = (φ2 + φθ + 0.5) φ

���

ψj = (φ2 + φθ + 0.5) φj−2 ; j = 2, 3, . . .

����� ������ ��
�∞

j=0 |ψj| < ∞ ���� �� ���� ����
�∞

j=0 |φ|
j < ∞� �� ��� ������ ��������

����� |φ| < 1�
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������� �

�� �[Xt] = 0 ����� �[Zt] = 0�

σ2
t = ���(Xt) = �[X2

t ] = �[(φXt−1 + Zt)(φXt−1 + Zt)]

= φ2E[X2
t−1] + σ2

= φ2σ2
t−1 + σ2 = φ2(φ2σ2

t−2 + σ2) + σ2

= φ4σ2
t−2 + σ2(1 + φ2)

���

= φ2(t−1)σ2
1 + σ2(1 + φ2 + . . . φ2(t−2))

= σ2(1 + φ2 + . . . + φ2(t−1))

= σ2 1− φ2t

1− φ2

����� σ1 = σ�

�� ������������� �� ������������� �� �� ��������� �� ��������� ���� ��������� �� ������ t�
��� �� �������� ���� �������� ���� �� Xt �� ������ ���� ����������

�� h ≥ 0 �� t ≥ 1� �� ��

���(Xt+h, Xt) = �[XtXt+h] = �[Xt(φXt+h−1 + Zt+h)] = φ�[XtXt+h−1] = . . .

= φh�[X2
t ] = φh σ2

t

= σ2 1− φ2t

1− φ2
φh ���

�� �� ��� �� ������� ��� ������� ��

���(Xt+h, Xt) −→
t→∞

σ2 φh

1− φ2

����� ������������� ��� ����� t ���������� �� �� ���� �������� �� h� ��� �� ��������� ��
�� Xt �� ��������� ��� ����� t�

����� Zt �� ��� ������� ���� Xt �� �������� ���������� ��� ����� t ���� ������ Xt ���������
�� ��������� �������� ��������� ��� ��������������� ������� ���� ���� Xt ���� ��������� ��
�������� ������������� ��� ����� t�

�� �������� ���������� �� n ������������� ��� �� �������� ������������� ���� |φ| < 1�
��� �� ������ ��� � �������� ��� ��� ����� �������� ���� �� ������������� ��� ������ T
���� �� |φ|T−n < ε� ���� ε �� �� ����� ������������ ����� ���� ������ ��� ε ���� ���������
��� ������
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�� ������� ��� ��� ��

σ2
1 = ���(X1) =

σ2

1− φ2

���� σ2
t = σ2

1� �� ���

σ2
t+1 = φ2σ2

t + σ2 = φ2σ2
1 + σ2

= φ2 σ2

1− φ2
+ σ2

=
σ2

1− φ2

��� ��������� ������ �� σ2
t = σ2

1 ��� ���� t� ����� ���(Xt+h, Xt) = σ2
t φh �h ≥ 0�� ������ ��

���(Xt+h, Xt) = σ2 φh

1− φ2

������ �� Xt ����������

������� �

�� ������� ��� ��� ����������

γY (h)− φ γY (h− 1) = 0 ; h = 2, 3, . . .

��� �������� �� γY (h) = γ(1) φh−1�

����������� ����� �� ��

γY (0) = φ γY (1) + σ2 (1 + φθ + θ2)

��

γY (1) = φ γY (0) + σ2 θ

��� � ���� �� �� ����� ����������� ����� �� ��

γY (0) = σ2 1 + 2φθ + θ2

1− φ2

��

γY (1) = σ2 (1 + φ θ)(φ + θ)

1− φ2

������ �� γY (h) ����������� �������� �� �� ����� �� ��� �� ���� ���

ρY (h) =
(1 + φ θ)(φ + θ)

1 + 2φθ + θ2
φh−1
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�� ��� ������� ��� �� ����������� � ����� �� ������ ������� �� ����� �� ��

γX(h) = σ2
W

φh

1− φ2
; h = 0, 1, 2, . . .

������� ��� ��� ��

γY (0) = ���(Yt) = ���(Xt + Vt) =
σ2

W

1− φ2
+ σ2

V

�� ��� h ≥ 1

γY (h) = ���(Yt+h, Yt) = ���(Xt+h + Vt+h, Xt + Vt) = γX(h)

����� ������ �� ��� h ≥ 1 �� ��� ��� Yt ���� ���

ρY (h) =
σ2

W
φh

1−φ2

σ2
W

1−φ2 + σ2
V

=
�
1 +

σ2
V

σ2
W

�
1− φ2

��−1

φh

�� �� ��� �� ��� ��� Yt ���� �������� � �� �� ���������� ���

�
1 +

σ2
V

σ2
W

�
1− φ2

��−1

φ =
(1 + φ θ)(φ + θ)

1 + 2φθ + θ2

������� ���� ������ ��� ������ � ����� ���������� �� ��������� �� ��� ������ ����

σ2
W

1− φ2
+ σ2

V = σ2 1 + 2φθ + θ2

1− φ2

�� �� �������� �� �� ������� ����������

����� �� ��� ������ ��������� ����� ��� �� ��

σ2
V

σ2
W

=
− θ

(1 + φ θ)(φ + θ)

��� � ����� ��� ����� ���������� ����� �� ��

σ2
W = σ2(1 + φ θ)(1 + θ/φ)

�� ��� �����

σ2
V = −σ2 θ

φ

σ2
V > 0 ������ �� θ < 0� ��� �������� ��� σ2

W ��� �� �� σ2
W > 0 ��� θ < −1/φ �� θ > −φ�

������ ���� ��� �������� ������������ ��� θ� −∞ < θ < −1/φ �� −φ < θ < 0� ��� �����
������� �� θ ��� �� ������ ���� �������� ������� ��� σV �� σW ���� �� �� �� ������� ����
����������


