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Oppgave 1

a) For at X, skal veere en ARMA-prosess ma den veere stasjonaer, og AR~ og MA-polynomet
kan ikke ha felles rgtter. Stasjonaritet sikres ved at ¢(z) # 0 for [z] =1 (z € C = de
komplekse tall).

b) X; er en kausal tidsrekke hvis X; kan uttrykkes pa folgende mate som en en-sidig lineaer
prosess: X; = » 22 01 Zyj, hvor Y072 [1h;] < oo. Dette er en MA(co)-modell.

At X, er invertibel betyr at X, kan representeres som en AR(0o0)-modell, dvs. Z;io T Xij =
Zy., hvor 377 || < oo

X; er kausal hvis og bare hvis rgttene i AR-polynomet ¢(z) ligger utenfor enhetsdisken
i C, dvs. ¢(z) #0 for |z| < 1.

Forat X, skal vaere invertibel, er det ngdvendig og tilstrekkelig at rgttene i MA-polynomet
0(z) ligger utenfor enhetsdisken.

¢) AR-polynomet har apenbart roten z = 1/¢. Denne ligger utenfor enhetsdisken hvis og
bare hvis |¢] < 1.

MA-polynomet er na 6(z) = 1+ 6z + 0.5z
Rgttene, betegnet med z; og 2, er gitt ved

2172:—0:& \/02—2

Vi ser at for 0] > /2, sa er rottene reelle, mens for 0] < v/2, sa er rgttene kompleks
konjugerte.
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Ser pa det siste tilfellet forst. For |0 < v/2, blir (i = v/—1)
212 = —eiiv2—92
Det gir
‘2172’2 = 92 + 2 —92 =2
Det gir at |21 > 1 for |0] < /2.

Anta s 6 > /2

Daer zop < 2z = —0 4+ V6?—2 < 0. Ma derfor kreve —0 + /6? —2 < —1, som gir
0 < 3/2.

Tilsvarende, for § < —v2 blir 0 < 25 = —0 — V02 —2 < z. Ma derfor kreve —6 —
V0% —2> 1 som gir § > —3/2.

Dermed ligger rgttene i MA-polynomet utenfor enhetsdisken hvis og bare hvis 0| < 3/2.

Konklusjon: X; er bade kausal og invertibel hvis og bare hvis |¢| < 1 og |6] < 3/2.

d) For MA(oo)-representasjonen X; = Z;io Y; Z,_; kan koeflisientene 1); bestemmes av

ligningen ¥(z) = 0(2)/¢(2), hvor ¥(z) = D2 127, #(2) =1 — ¢z og O(z) = 1 + 0z +
0.522. Det gir ligningen

1+ 60z + 0.52>
Yo+ Y12+t + ... = g - (1402 +0.52%)(1 + ¢z + ¢*2% +...)
Sammenligning av koeffisientene foran 27, j = 0,1,2, ..., gir
Yo=1
Y =¢+0

Py = ¢* + ¢ + 0.5
g = (¢ + ¢ + 0.5) ¢

;= (¢ +¢0+0.5) ¢ % j=2,3,...

Herav folger at 322 [1;] < oo hvis og bare hvis 377 [#|) < 00, og det holder apenbart
siden |¢] < 1.
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Oppgave 2

a) E[X;] = 0 siden E[Z;] = 0.

o; = Var(X,) = E[X}] = E[(¢Xi—1 + Z) (0 X1 + Z4)]
= ¢2E[Xt2—1] + 0’
= ¢’of 1 +0° = ¢*(p%0] y +0%) +0”
= ¢'of, + 0’ (1+¢%)

— ¢2(t71)0_% +0_2(1 + ¢2 + .. .¢2(t72))
=021+ ¢* + ... + 27D

siden o1 = 0.

Et folgeresultat av stasjonaritet er at variansen er konstant, dvs. uavhengig av tident ¢.
Det er apenbart ikke tilfelle her, og X; er derfor ikke stasjonaer.

Lah>0o0gt>1 Daer
Cov(Xiyn, X¢) = E[Xy Xin] = E[Xi(0Xipn-1+ Zign)] = 0E[Xi Xy ] = ...
= ¢"E[X}] = ¢" o]

1 — ¢2t
_ 2 h
b) Vi ser av ligning (1) ovenfor at
), ¢
COV(Xt+h,Xt) t—>—o>o o 1_ ¢2

Siden grenseverdien for store t eksisterer og er bare avhengig av h, kan vi tilnsermet si
at X, er stasjonar for store t.

Siden Z; er 1ID N(0,1), blir X; en gaussisk tidsrekke. For store ¢ blir derfor X} tilnsermet
en stasjonaer gaussisk tidsrekke som tilfredsstiller ligning (4), dvs. X; blir tilnsermet en
gaussisk AR(1)-prosess for store t.

En praktisk simulering av n observasjoner fra en gaussisk AR(1)-prosess (med |¢| < 1)
kan da oppnas ved a simulere fra den gitte modellen over et tidsintervall med lengde T
slik at [¢|T~™ < ¢, hvor € er en valgt ngyaktighet. (Dvs. tall mindre enn ¢ blir betraktet
som null.)
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c) Ligning (5) gir at
2
o
0‘% = Var(Xl) = 1_—¢2
Anta o = o7. Vi har
opy = ¢’c} + 0% = ¢’0; +0°
, 0 2
=09 1= +o
e
Per induksjon fglger at o = o7 for alle . Siden Cov(X;yp, X;) = 07 ¢" (h > 0), folger at

¢h
T2

COV(Xt+h, Xt) = 0'2

Dermed er X; stasjonaer.

Oppgave 3

a) Ligning (6) gir relasjonen
Det medfgrer at vy (h) = (1) ¢" L.

Tilsvarende finner vi at
w(0) = ¢yy(1) +0* (1 +¢0 +6?)
0g
(1) = dr(0) + %6

Ved a lgse de to siste ligningene, finner vi at

1+ 200 + 62
_ 2
"Y}/(O) =0 1_—¢2
0g
o 1+ 90)(¢+0)
’VY(l) =0 1— ¢2
Dermed er ~y (h) fullstendig bestemt, og vi finner at ACF er gitt ved
1+¢0)(p+0) ,_

1+ 260 1 62
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b) Fra ligning (9) og resultatene i punkt a) (eller Oppgave 2) finner vi at

(bh
vx(h):aivl_¢2; h=0,1,2,...

Ligning (8) gir at
2
o
vy (0) = Var(Y;) = Var(X, + V;) = 1_—W¢2 + oy
og for h > 1
Yy (h) = Cov(Yiyn, Yi) = Cov(Xepn + Vign, Xi + Vi) = vx(h)
Herav folger at for h > 1 er ACF til Y; gitt ved

2 ¢

Ow 142 o? -1
py (h) = 02—¢2: <1+—2V(1—¢2)) "
—gz T 0V Tw

c) Viser at ACF til Y; blir identisk i de to tilfellene nar
2

(1+Z_ZV(1_¢2))_1¢: (L+90)(¢+0)

W 14 200 + 62
Dermed, hvis likhet kan oppnas i denne ligningen, og variansen er den samme, dvs.
2 1+ 200 + 6*
Ow _i_o_‘Q/ _ 2 + 290 +
1— ¢? 1— ¢?

sa er apenbart de to ACVFene identiske.
Logser vi den forste ligningen over, far vi at
ol -0
ot (1+66)(0+0)

Ved a bruke den andre ligningen, finner vi at

oy =02 (14+¢0)(1+0/9)

og til slutt
0

2 2
oy =—0"—
v ¢

o > 0 krever at 0 < 0. Fra utrykket for o, ser vi at o3, > 0 for § < —1/¢ og 6 > —¢.
Dermed blir det tillatte verdiomradet for 6: —oo < 0 < —1/¢ og —¢ < 6 < 0. For slike
verdier pa # kan vi alltid finne passende verdier for oy og oy slik at de to ACVFene blir
identiske.



