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����No� �!�%�

Xt

�����@�� %¡¢�£�~��¤ Q�P�Z/QR¥§¦ � � �����£�Y�©¨M� �(¤ª %¡¢�£�~���«�@�#¬ � ¤o¡¢��­ �@®GQMP¢¥���®5Z�Q~¥§¦�� �°¯
¤ � �9�(�
���%¤ � ���@�²± �i³#���´�µ�(�G�£¶%�£�«�(��� F �«�@�#¬ � ¤ �@� � �«�(�G� � ���£���G ����.�%�

φ(z) 6= 0
³ � � |z| = 1 · z ∈ C ¸ � �

� � � ¦ �´�����£�ª�«�@�µ�º¹u� F �»�@��¬ � ¤o�@� � �«�u�G�
���( ��(�5� �����²�(�.�%� |φ| 6= 1
­�� � � ��¤r� �*� � �£¶@���«�(¤ �ª� � �

φ(z) =
1−φ2z2

�(�
1/φ

��® −1/φ
� F�� � ��¤9� � �«�(¤9� � � Z�Q~¥§¦�� �°¯
¤ � �9�(�

θ(z) = 1+θz
�(� −1/θ

­�  � �o���£�
 ��u�
� � � ���@�\³#�(�µ�µ�(�U��¶@�£�«�(�¢ %¡¢�£� �@¦ ¦ ³�¯
�´�~±&  � � ��® �o�@���G±�  � �

φ 6= ±θ �
¼ �

Xt

�(�¢��¤f���%½ �«�@��� � � ���£�����@�\±&  � �
Xt

���@¤f½����«��¯
���@��� ¦ ¨c³#¶�� ® ��¤ �����©¨��«��� � �¾�(¤i�(¤ ¥ � � � �´® � � ¤ �>¡¢�
¦ � � �£�(�£���

Xt =
∑∞

j=0
ψj Zt−j

­ ±�  � � ∑∞
j=0

|ψj| <∞ �o¿��(���«�B�(�~��¤ Z�Q · ∞ ¹ ¥ � � � ���´���
Q �

Xt

�(� � ¤& ������ � ���(�@���(�§¯����%�
Xt

���%¤B��� ¦ �����£�(¤��£���£����� � �|��¤ QMP · ∞ ¹ ¥ � � � �(�µ�À­(�� ��(� ∑∞
j=0

πj Xt−j =
Zt

�°­o±&  � � ∑∞
j=0

|πj| <∞ �
Xt

���J���@½ �£�@��±&  � � ��® �o�@���c±&  � �J�£¶@���«�(¤ � ��Q�PU¥+¦�� �´¯
¤ � �9�(�
φ(z)

� �´®�® �(�~½��«�(¤�³ � �J��¤�± �(�£�£� � �£�@��¤
�
C
­ �� 
���

φ(z) 6= 0
³ � � |z| ≤ 1

�o¿��(�~  � �Á %¡Â�£� ��¦ ¦ ³�¯��°�U³ � �
1/|φ| > 1

­o�(�µ�µ�(� |φ| < 1
�

No� �£�%�
Xt

�£���@�� %¡¢��� � ¤� ��(��� � ������­>����� �(��¤ ¶
�� ��(¤ � �´®���® � � �µ���£�£�(�
�@�(� �´® �%����¶@�£�£��¤ � ��Z�Q~¥§¦�� �°¯
¤ � �9�(�
θ(z)

� �´®�® �(�¢½��£��¤�³ � �~��¤ ±��(�«��� � ���@��¤q��¿J�(�J�(� ��¦ ¦ ³�¯
�°�U³ � � |θ| < 1
�

Ã ��P � ¦ �����£�(¤��«�@�#¬ � ¤ ��¤
Xt =

∑∞
j=0

ψj Zt−j

­<� � � ® ¬����´� ���*� � � �(¤ |φ| < 1
­ ®�� �*��� V

[Xt] = 0
��®

V
[XtZs] = 0

³ � �
s > t

� D��´® ¤ � ¤ ® · ��¹Â���@¤/�£��� �  ��(�J� � �
Xt = φ2Xt−2 + Zt + θZt−1

¿��u� ®�� �
V
[XtXt] = φ4

V
[Xt−2Xt−2] + 2φ2

V
[Xt−2(Zt + θZt−1)] +

V
[(Zt + θZt−1)

2]
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Ñ �(�«�> 
γ(0) = φ4γ(0) + σ2(1 + θ2)� � � ®�� �¢�����£½��´�»���«�(�

γ(0) = σ2
1 + θ2

1 − φ4

SU� �µ�� ��@�£�(¤ � �\Òo¤ ¤����~  � �%�
V
[XtXt+1] = φ4

V
[Xt−2Xt−1] + φ2

V
[Xt−1(Zt + θZt−1)]

+ φ2
V
[Xt−2(Zt+1 + θZt)] +

V
[(Zt + θZt−1)(Zt+1 + θZt)]

= φ4
V
[Xt−2Xt−1] + φ2θ

V
[Xt−1Zt−1] + θ

V
[Z2

t ].

Ñ �(�«�> 
γ(1) = φ4γ(1) + σ2θφ2 + σ2θ,� � � ��¤ V

[Xt−1Zt−1] = φ2
V
[Xt−3Zt−1] +

V
[Z2

t−1] + θ
V
[Zt−2Zt−1] =

V
[Z2

t−1] = σ2
�o¿��u� ®�� �

γ(1) = σ2
θ(1 + φ2)

1 − φ4
= σ2

θ

1 − φ2

No� �
h > 1

­�Òo¤ ¤ �(�~  � �%�
V
[XtXt+h] = φ2

V
[XtXt+h−2] +

V
[XtZt+h] + θ

V
[XtZt+h−1] = φ2

V
[XtXt+h−2],

� � � ®�� �
γ(h) = φ2γ(h− 2)¿��(�£�9���/���

γ(2k) = φ2|k|γ(0) , k ∈ Z��®
γ(2k + 1) = φ2|k|γ(1) , k ∈ Z

Ó ��No� �
θ = 0

³À¨@�¢  � �%�
γ(0) =

σ2

1 − φ4�� 
�����%�
γ(2k) = φ2|k|γ(0) =

σ2

1 − φ4
φ2|k| , k ∈ Z.

θ = 0
®@� � ��® �£¨9�%�

γ(1) = 0
­ ��® � �(�£�9���/���

γ(2k + 1) = 0
³ � �~�@�´�µ�

k ∈ Z
�
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� �������&���ÖÕ
���zQ ¤&�»�ª�(¤ Q�P · ��¹ ¥ � � �����´�

Xt = φXt−1 + Zt.F�� � ��¤
ρ(h) = φh · h > 0

¹!³ � �]��¤ Q�P · ��¹ ¥ � � �����´��­ ��® � �u�U�(�Â���(�£� ® ¤ �u�~�%�
ρ̂(2) = 0.145

­������@��  �
�@¤&�»�ª�%�

φ2 << 1
� ^ ����¨ª� ��½ �@�5×¢�%���«�´�(���«�¢³ � ���²�(�Ø­
³À¨@�¢  � ³#¶�� ® �(¤ � �M� � �µ¤ ¡¢�£�9��� �M½����«��¯
�����

^ �@�
[ρ̂(1)] ≈ 1

n
w11 =

1

n

(

1 − φ2
)

��®
^ �@�

[ρ̂(2)] ≈ 1

n
w22 =

1

n

(

1 − φ2
)(

1 + 3φ2
)

≈ 1

n

(

1 + 2φ2
)

¿J 
���°­��&��ÙÚ� � ¤�Òo� ��¤�� ¥§® �£��¤��£���R³ � �
ρ(1)

���U� � �µ¤o¡¢���9�(�

ρ̂(1) ± 1.96√
n

√

1 − φ2

SU� �µ�� ��@�£�(¤ � �@­�����ÙÚ� � ¤�Ò � ��¤ � ¥§® ����¤ �����R³ � �
ρ(2)

�(�U� � �µ¤o¡¢���²�u�

ρ̂(2) ± 1.96√
n

√

(1 − φ2)(1 + 3φ2)

Z �(�
φ
���£�Û�»�%���«�(�i�²�(�

φ̂ = ρ̂(1)
� ³ � �£�9�µ�(¤ � �  ��(¤�³ � �(­ �@® �²�(�

n = 100
­
ρ̂(1) = 0.438

­
ρ̂(2) = 0.145

­o� � � �Â� � ���£� ® �£�(¤ �£�(¤ �B³ � �
ρ(1)

�����Ü�@Ý���­o����Ý���Þ ­ ��® ³ � �
ρ(2)

� ¥ ���ß���@��­ ������Ý����
¿ � �£�£�� ������ � �(¤ �ª�(� � ���@�*� � ¤ � � ���£��¤&�«�ª�9���

φ = 0.8
­q� � � �(¤Ö� ¨@� �

ρ(1) = φ = 0.8
�@¤ �

ρ(2) =
φ2 = 0.64

�(�~½��«�(¤�³ � �~� � �£��� ® �£��¤��£��¤��@�
¼ �zQ ¤&�»�ª�(¤ Z/Q · �
¹ ¥ � � � �(�µ�

Xt = Zt + θZt−1×¢�@�Û�«�´�(�£�£�¢³ � �£�9�(� ®�� �¢³#¶@� ® �(¤ � �M� � �µ¤ ¡¢�£�9��� �M½��£�£��¯
���
^ �@�

[ρ̂(1)] ≈ 1

n

(

1 − 3ρ(1)2 + 4ρ(1)4
)

��®
^ �@�

[ρ̂(2)] ≈ 1

n

(

1 + 2ρ(1)2
)

¿J 
���°­��&��ÙÚ� � ¤�Òo� ��¤�� ¥§® �£��¤��£���R³ � �
ρ(1)

���U� � �µ¤o¡¢���9�(�

ρ̂(1) ± 1.96√
n

√

1 − 3ρ(1)2 + 4ρ(1)4
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SU� �µ�� ��@�£�(¤ � �@­�����ÙÚ� � ¤�Ò � ��¤ � ¥§® ����¤ �����R³ � �
ρ(2)

�(�U� � �µ¤o¡¢���²�u�

ρ̂(2) ± 1.96√
n

√

1 + 2ρ(1)2

Z �(�
ρ(1)

�(�£���«�%�£�£�(�\�9���
ρ̂(1)

� ³ � �£�9�µ�(¤ � �  ���¤�³ � ��­ �@® �9�(��� ���«�%�²�9�5�«�@�µ�´��¤ �5� � � �x¦ ½ ¤ �&�
�&¹Ì­ Ò ¤ ¤ ���U  � ³#¶�� ® ��¤ � � ® ����¤ �����~³ � �

ρ(1)
�����Ü�@�@��­o���Ü�@à@Ý�­ ��® ³ � �

ρ(2)
� ¥ ���ß�@à&��­ �����&�@à��

θ = 0.6
®�� �

ρ(1) = θ
1+θ2 = 0.4412

­
ρ(2) = 0

��¿��(��³#¶@� ® �(���%��� � ¤�Ò � ��¤ � ¥§® ����¤ ����¤ �Â����� � ¤�� � �Û�«�(¤��«�
�9���e� � �£���Ö� �  ��(�£� � ��¤ �%­ ��®á� � ������ ��@�#¬ � ¤ ��¤ �.�(��������³ � �/� � ¤�� � �Û�«��¤&�«�r�9��� Z�Q · ��¹ ¥ � � � �(�µ�´�(¤
Xt = Zt + 0.6Zt−1

� �������&���Öâ
����D �

Vt = ∇Xt = Xt −Xt−1

� F�� � ��¤
Xt

�(�����«�@�#¬ � ¤ ¡¢��­���� V
[Xt] = µ ¸ � � ¤ ���«�@¤&�>�Á¿��(� ®�� �J�%�

V
[Vt] = µ− µ = 0

�
V
[VtVt+h] =

V
[XtXt+h] −

V
[Xt−1Xt+h] −

V
[XtXt+h−1] +

V
[Xt−1Xt+h−1]

= γX(h) − γX(h+ 1) − γX(h− 1) + γX(h),

±�  � �J³ � �£�9���´��¤
γX(h) =

V
[XtXt+h] − µ2

�������£½ �&�>�Á¿��(�£�9���z³#¶@� ® �(�����
Vt

�(�����«�@�#¬ � ¤ ¡¢�M�9���
QRã]^\N

γV (h) = 2 γX(h) − γX(h + 1) − γX(h− 1)
� F
� � �(¤ ∇kXt = ∇(∇k−1Xt)

­o³#¶�� ® �(�~� �u�
¦ �(� � ¤�� ½ ���#¬ � ¤��%� ∇kXt

���~���«�@�#¬ � ¤o¡¢�~³ � �
k = 1, 2, . . .

�
¼ ��N �«�*� �µ® ¤ � ¤ ® · à&¹]Òo¤�¤ ���U  � ���

∇Yt = 2β2t− β2 + ∇Xt

¿��(�£�9���á�(�ª� �u�9���º�@�Û�ª�%� ∇Yt

� ���@�i�(�ª�Û�»�@��¬ � ¤o¡¢� · ³ � �£½��£�£�(���«�(� β2 6= 0
¹u�!¿ �°ä �(�£�(¤ � � ��� � ¤ ® ��¤

® �%¤ ® � � � ®�� �~���
∇2Yt = 2β2 + ∇2Xt.

¿��(�£�9���i³#¶�� ® �(�Â³#�«� ¦ ½ ¤����J�&¹¢�%� ∇2Yt

���~�Û�»�@��¬ � ¤o¡¢�(� Q  f� �(���«�\³À¨@�¢  � �%�
k0 = 2

�


