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Oppgave 1
a) For at X, skal vaere en ARMA-prosess mé den veere stasjonar, og AR- og MA-polynomet

b)

kan ikke ha felles rgtter. Stasjonaritet sikres ved at ¢(z) # 0 for |z] =1 (z € C = de
komplekse tall). Stasjonaritet krever dermed at |¢| # 1, siden de to rgttene til ¢(z) =
1—¢%2% er 1/¢ og —1/¢. Siden roten til MA-polynomet 6(z) = 1+ 60z er —1/6, vil kravet
om ikke felles rgtter vaere oppfylt hvis og bare hvis ¢ # +6.

X, er en kausal tidsrekke hvis X; kan uttrykkes pa folgende mate som en en-sidig linezer
prosess: X; = » 2 ; Zj, hvor Y72 [1hj] < oo. Dette er en MA(oo)-modell.

At X, er invertibel betyr at X; kan representeres som en AR(oo)-modell, dvs. Y372 7; X; ; =
Zy., hvor 377°  |m;] < oo.

X; er kausal hvis og bare hvis rgttene i AR-polynomet ¢(z) ligger utenfor enhetsdisken
i C, dvs. ¢(z) # 0 for |z| < 1. Det vil veere oppfylt for 1/|¢| > 1, eller |¢| < 1.

Forat X, skal vaere invertibel, er det ngdvendig og tilstrekkelig at rgttene i MA-polynomet
6(z) ligger utenfor enhetsdisken. Det er oppfylt for || < 1.

Representasjonen X; = > (v; Z; ;, som gjelder siden |¢| < 1, gir at E[X;] = 0 og
E[X;Zs] = 0 for s > t. Ligning (1) kan skrives som

Xi=¢" Xy 0+ 24+ 02,4
Det gir
E[X. X, = ¢'E[X,_2 X, 5] + 2¢°B[X,_o(Z, + 0Z,_1)| + E[(Z, + 0Z,_1)*]
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d)

Herav

som gir resultatet

Tilsvarende finner vi at

E[X, X/ 11] = ¢"E[X;-2X; 1] + ¢°E[Xy-1(Z, + 0Z,1))
+ O°E[Xo(Zis1 +02,)] + E((Z, + 02,1)(Zi11 + 07Z1))]
= ¢"E[X; 2 X; 1] + ¢*0E[X, 1 Z, 1] + OE[Z]].

Herav
v(1) = ¢'y(1) + 0°09* + 020,

siden E[Xt_lzt_l] = QSZE[Xt_th_l] + E[Zf_l] + HE[Zt_QZt_l] = E[ZtQ_l] = 0'2.

6(1 + ¢*) 0
7(1)2024(1_¢4 =021_¢2

For h > 1, finner vi at

Side 2 av 4

Det gir

E[X, X;1n] = *BIXi Xisn o] + E[XiZiin] + OE[ X, Ziyn 1] = 6°BIXi Xiin o),

som gir
y(h) = ¢*y(h - 2)
Dermed er
v(2k) = ¢’y (0), keZ
og
Y2k +1) = ¢*My(1), keZ
For 6 = 0 far vi at
o2
dvs. at
(2k) = ¢**y(0) = T o™, kez
7 - /y - 1 o ¢4 9 .

0 =0 gir ogsa at y(1) = 0, og dermed er v(2k + 1) = 0 for alle k € Z.
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Oppgave 2

a)

b)

Anta en AR(1)-modell
Xy = oXi 1+ Z;.

Siden p(h) = ¢" (h > 0) for en AR(1)-modell, og det er beregnet at p(2) = 0.145, skal vi
anta at ¢? << 1. Ved & bruke Bartletts formel, far vi fglgende tilnzermede uttrykk:

Var[ﬁ(l)] ~ %wn = %(1 — gbz)

0g

%(1 —¢*)(1+3¢%) =

(1+2¢%)

S

) 1
Var[p(2)] ~ Wz =

Dvs., 95% konfidens-grenser for p(1) er tilnsermet
1.96
(1) £ —+/1 — ¢?
p(1) TV ¢
Tilsvarende, 95% konfidens-grenser for p(2) er tilnsermet

. 1.96
p(2) £ W\/(l — ¢*)(1+3¢?)
Med ¢ erstattet med ¢ = j(1) i formlene ovenfor, og med n = 100, H(1) = 0.438,
p(2) = 0.145, blir disse grensene for p(1): 0.262, 0.614, og for p(2): -0.073, 0.3609.

Disse verdiene er ikke konsistente med ¢ = 0.8, siden bade p(1) = ¢ = 0.8 and p(2) =
¢* = 0.64 er utenfor disse grensene.

Anta en MA(1)-modell
Xt - Zt + QZt—l

Bartletts formel gir fglgende tilnaermede uttrykk
. 1
Var[p(1)] = —(1 = 3p(1)* + 4p(1)")
0g
. 1 2
Var[p(2)] ~ ﬁ(l +2p(1)?)

Dvs., 95% konfidens-grenser for p(1) er tilnsermet

A1) + %w ~3p(12 + 4p(D)!
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Tilsvarende, 95% konfidens-grenser for p(2) er tilnsermet

) & 2T+ 217

Med p(1) erstattet med p(1) i formlene ovenfor, og med de samme tallene som i punkt
a), finner vi fplgende grenser for p(1): 0.290, 0.586, og for p(2): -0.082, 0.378.

0 =0.6girp(l) = 14% = 0.4412, p(2) = 0. Det fglger at konfidens-grensene er konsistente
med disse to verdiene, og observasjonene er derfor konsistente med MA(1)-modellen
Xt - Zt —|— 0.6Zt_1

Oppgave 3

a) LaV, =VX, = X, — X; ;. Siden X, er stasjonzr, er E[X;] = u = konstant. Det gir at
EVi] =p—pn=0.

E[V\Viqn] = E[Xi Xi1p] — E[Xo 1 Xopn] — E[Xo Xy 1] + B[X 1 Xon—1]
=vx(h) —yx(h+1) = yx(h — 1) + vx(h),
hvor formelen yx(h) = E[X;X; 5] — p? er brukt. Dermed fglger at V; er stasjonzr med

ACVF Ay (h) = 29x(h) — yx(h+ 1) — vx(h — 1). Siden V*X, = V(V*71X,), folger det
pr. induksjon at V*X, er stasjoneer for k =1,2,....

b) Fra ligning (8) finner vi at
VY, =20t — B2+ VX,

Dermed er det klart at VY; ikke er stasjonaer (forutsetter (5, # 0). Differensiering en
gang til gir at

V%Y, = 26, + V2 X,.

Dermed fglger fra punkt a) at V?Y; er stasjonear. Av dette far vi at kg = 2.



