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Oppgave 1
La {x;} folge en ARMA(1,1)-modell, dvs

(1 —¢B)xy = (14 0B)wy, (1)
der B betegner backshift-operatoren, dvs. B¥x; = x;_y, og {w;} er hvit stgy med Var(w;) = o2.

a) Hva menes med at {x;} er invertibel?
For hvilke verdier av ¢ og 0 er {z;} invertibel?

Hva menes med at {z; } er kausal?
For hvilke verdier av ¢ og 6 er {x,;} kausal?
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Figur 1: (a) f(v) for en AR(1)-modell med 02 = 1 0g ¢ = 0.9, (b) f(v) for en AR(1)-modell
med 02 = 1 og ¢ = 0.5, (c) En realisasjon fra en AR(1)-modell med 02 = 1 0og ¢ = 0.9, (d) En
realisasjon fra en AR(1)-modell med 02 = 1 0g ¢ = 0.5.

I resten av oppgaven skal vi anta at {x;} er invertibel og kausal. Som kjent betyr dette spesielt at
{z:} kan skrives pa formen

T=) bW 2)
j=0

b) Vis at koeffisientene {1);} i ligning (2) er gitt ved
Yo=1o0g ¢;=¢ 1 (0+¢) forj=1,2,3,... 3)

¢) Utled autokovariansfunksjonen, y(h), for x;.

Vis spesielt at nar § = 0 blir

v(h) = o (1 + gi) . 4)
w 1_ ¢2

I det siste punktet skal vi anta at § = 0, slik at x; fglger en ren AR(1)-modell. Autokovarians-
funksjonen er dermed som gitt 1 ligning (4).

d) Bestem spektraltettheten, f(v), for z;.

Figur 1 viser f(v) for ¢ = 0.9 og for ¢ = 0.5. Simuleringer fra de to modellene vises ogsa.
Forklar den kvalitative forskjellen mellom de to realisasjonene ut fra tilhgrende f(v).
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Figur 2: (a) Observert tidsrekke, z;. (b) Differensiert tidsrekke, x;y = Vz. (c) Estimert auto-
korrelasjonsfunksjon for x;. (d) Estimert partiell autokorrelasjonsfunksjon for x;.

Oppgave 2

Figur 2(a) viser en observert tidsrekke, z;;t = 1,2,...,300. Tilhgrende differensierte tidsrekke,
xy = Vzg er vist i figur 2(b). Figur 2(c) og (d) viser henholdsvis estimert autokorrelasjonsfunksjon
og estimert partiell autokorrelasjonsfunksjon for den differensierte tidsrekka, x;.

a) Hvorfor er det ikke rimelig & tilpasse en ARMA(p,q)-modell til den observerte tidsrekka z;?
Finner du det naturlig a tilpasse en ARMA(p,q)-modell til den differensierte tidsrekka? (Husk:
Begrunn svarene.)

Foresla verdier for p og ¢ for en ARMA(p,q)-modell for ;. (Husk: Begrunn svaret.)
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Figur 3: Modelldiagnoseringsplott for de tilpassede AR(2)- og AR(3)-modellene.

Anta at vi velger 4 tilpasse en AR(2)-modell til tidsrekka x;. For & estimere parametre skal vi benytte
momentmetoden . Fra tidsrekka x; far vi 7(0) = 3.566, (1) = 2.747 og 7(2) = 1.248. Vi antar det
kjent at E(x;) = 0.

b) Forklar kort ideen med momentmetoden.
Utled et sett av homogene differanseligninger for (%) i en AR(2)-modell.

For tidsrekka z;, benytt momentmetoden til & finne estimater for ai, @1 0og ¢o. (Det er til-
strekkelig at du finner et ligningssystem som gir estimatene, dvs. det kreves ikke at du lgser
ligningssystemet.)

I tillegg til AR(2)-modellen ble ogsa en AR(3)-modell tilpasset x;. Modelldiagnoseringsplott (ut-
skrift fra Splus) for de to tilpassede modellene er vist i figur 3. AIC-verdiene ble 835.57 for AR(2)-
modellen og 827.89 for AR(3)-modellen.

¢) Kommenter diagnoseringsplottene og AIC-verdiene. Hvilken av de to tilpassede modellene vil
du foretrekke?
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Oppgave 3
Anta fglgende skalare state-space-modell

Ty = QT+ wy, &)
Ye = Tyt (6)
der |¢| < 1 og {w:} og {v:} er to uavhengige Gaussiske hvit stgy-prosesser med henholdsvis
Var(w;) = 1 og Var(v;) = 0.
a) Benytt kalmanfilterligningene til & bestemme

P=lim P og K = lim K, (7)

uttrykt ved ¢ og o2
Vis spesielt at med ¢ = 0.9 og 02 = 52 blir P = 3.043 og K = 0.1217.

Anta at ¢ er stor slik at stasjon@rlgsningen du fant i punkt a) gjelder. Da vil kalmanfilteret vere et
lineert filter slik at ssmmenhengen mellom {y,} og {z!} kan skrives pa formen

xi = Z aYi—j- (8)
j=—00
b) Finn et uttrykk for koeffisientene {a;} uttrykt ved en eller flere av ¢, 02, K og P.
Vis spesielt at med ¢ = 0.9 og 02 = 5% blir a; = 0.1217 - 0.79047 for j = 0,1,2,.. ..
¢) Bestem |A(v)|? for (stasjonerlgsningen av) kalmanfilteret for denne modellen. Uttrykk Igsningen
som funksjon av en eller flere av ¢, 02, K og P.
Skisser |A(v)|? for fglgende to parametersett:
1. ¢ =0.90go?=5%[dablir K =0.1217 og P = 3.043]
2. ¢ =0.50g 0> = 5% [dablir K = 0.0498 og P = 1.246]

Kommenter kort forskjellen mellom | A(v)|? for de to parametervalgene. Benytt spesielt plottene
i figur 1 til & forklare den kvalitative forskjellen mellom |A(v)|? for det to parametersettene.
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Vedlegg:

Kalmanfilterligningene:

Fo= er
Pt = PN +Q

vpo= ap Koy — A )
P! = [I - K,A)P™!

K, = PATAPTAT + R

8
|

Noen summeformler:
> 1
Za” =—— forla| <1
~ 1—a

> 1—acosb
" bn) = for <1
;a cos(bn) 14+ a?2 —2acosb lal

it asinb
"sin(bn) = fi <1
;Oa sin(on) 1+a®—2acosh a




