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Oppgave 1
a)

Invertibel: {z;} kan skrives pa formen

o]
E TjTt—5 = Wt-
J=0

Vi har at 1
9(2):1+9z20:z:—5,

slik at
z utenfor enhetssirkelen < |6 < 1.

Dvs. {x:} er invertibel hvis |#] < 1, ingen betingelser pa ¢.

Kausal: {z;} kan skrives pa formen

00
Tt = E ijt—j-
J=0

Vi har at 1
¢(z):1—¢z:0=>z:$,

slik at
z utenfor enhetssirkelen < |¢| < 1.

Dvs. {z:} er kausal hvis |¢| < 1, ingen betingelser pa 6.

b)

(f)(B)I‘t = H(B)wt = Tt = w(B)wt
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Generelt har vi altsa
P(2)¢(z) = 0(z),

som i var situasjon gir

(1 —¢2) (o + Y12 + oz + 932 +..) =1+ 02

G0 + P12+ hoz® + P32 4+ — Phoz — d12? — gapez® — . =140z
Dvs.
Yo =1
Y1 —PYo=0=1Y1=0+0
o — Py =0 = P = P11 = d(P + )
bk — Qg1 =0 = =Pty = ... =" (¢ +0);k > 1
c)
Vi har at

oo
xy = E Yjwi—j,
j=0

der 1;’ene er kjent fra b). For h > 0 far man dermed

V(h) = Elzizen] = {(Z Yjwi— 3) (Z wkwt+h—k>]
k=0

=E Zlﬁklbk—hwt%rhk} =00 > Uk,
k=h k=h

ved a benytte at forskjellige w,’er er uavhengige. Spesielt for A = 0 far man dermed

7(0) =07 (1+Z(¢’“‘1(9+¢))> —m%( 9+¢ Z )

k=1

B 0+9¢)? > \ (0 + ¢)?
- 3(“ P2 '1—¢2>“’5<1+ 1—¢2>'

For h > 0 far man tilsvarende

v(h) = a2 <¢h¢o + ) </>k1/)k—h> =, <¢h1(5 +o)+ Y ¢+ o) O+ ¢)>
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0 2 = 0 2 12h+42
= o <¢>h—1<o v+ o > ¢2’“) — a2 (o204 0+ )
k=h+1
= 026" 10+ 9) (1 4 b1 o) ‘Qf) .
1-9
Dessuten har man at y(h) = y(—h).
Specielt for # = 0 far man dermed
2
10 =02 (14155
0g
¢2

y(h) = 05" (1 + ¢2> Jh > 0.

Dette kan skrives sammen som
2
v(h) = o2 (1 + lf—dﬂ) oM h=0,%1,£2,...
d)
flv)= Z y(h)e 2mivh — Z ~v(h)(cos(2wvh) — isin(2wvh))
h=—00 h=—00
o0 2 o0
=v(0)+2 Z’y(h) cos(2nvh) = o2 <1 +7 Q_ZS ¢2) 1+2 Z ot cos(27wh)}
h=1 h=1

9 ®? ~1—¢cos(2mv)
= % <1 Tz ¢2> [1 2 + ¢ — 2<Z>cos(27w)]'

For ¢ = 0.9 er lavere frekvenser sterkere representert enn for ¢ = 0.5. Dette ser vi bade fra
plottet av f(v) og i tilhgrende realisasjoner.

Oppgave 2
a)

Det er ikke rimelig & tilpasse en ARMA(p, q)-modell til z; da denne &penbart er ikke-
stasjonaer. Derimot ser z; = Vz; stasjonaer ut slik at det er rimelig & tilpasse en ARMA((p, q)-
modell til denne.
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Acf avtar eksponensielt (ganget med en cosinusfaktor), mens pacf kan tolkes som & vaere lik
null fra og med lag 3 eller 4. Dette er konsistent med en AR(p)-modell med p = 2 eller p = 3.

b)

Momentmetoden: Setter estimerte momenter lik tilhgrende teoretiske momenter. For en
AR(2)-modell blir dette

7(0) =7(0),7(1) =~(1) og 7(2) =~(2).
Vi tenger ligningssystemet for y(h) i en AR(2)-modell,
Ty = G121 + PaTi—2 + Wi
For h > 1 far man at
v(h) = Elzi@i-p] = E[¢121-12¢—p + $221-221—p + wi@s—p)

v(h) = ¢1y(h — 1) + ¢poy(h —2) for h=1,2,...
Trenger ogsé uttrykk for ~(0):

¥(0) = E[z; - 2] = E[p1@i—12¢ + doxp—oxs + wiay]

= $17(1) + ¢2v(2) + E[pr24—1w; + dpoxs_ows + w7
7(0) = ¢1v(1) + ¢27(2) + o7,

Momentestimatorene blir dermed gitt ved

52 =7(0) $17(1) + P27(2
(1) = ¢17(0) + ¢274(2)
7(2) o17(1) + $27(0),
som gir N N
¢1 = 1.232, o = —0.599 og 72 = 0.930.
c)

AR(3)-modellen har best (lavest) AIC-verdi. P-verdiene er ogsé hgyest for AR(3)-modellen
og pacf for AR(2)-modellen er signifikant forskjellig fra null for lag 2. Alt dette indikerer
altsd at vi skal foretrekke AR(3)-modellen.

eksNov(2l June 23, 2003 Side 4



SIF5079 Tidsrekker og filterteori

Oppgave 3
a)

Skriver P = limy oo Ptt_1 i tillegg til notasjonen gitt i oppgaveteksten. Lar man t — oo i
kalmnafilterligningene far man da

o2

P=¢*P+1,P=(1-K)P og K=P(P+o*) '|=>1-K=—
P+o02

Vi ma lgse disse ved hensyn pa P og K. Kombinerer de tre ligningene over og far:

0.2

=P ==
P + o2

(¢°P +1)

$*P? + P(1+0?) = 02¢*P + o>
¢*P*+ (140" —0*¢*)P —0” =0
_(1 + o2 — 02¢2> + \/(1 + 02— 02¢)2) + 402¢2
202
Man ma ha P > 0 slik at riktig lgsning for P blir

1 1+ o2 1+ 02 2
P—§|:O'2—¢—2O-+\/<O'2—¢—20>+4%:|

_ ¢PK+1
 P2P +1+ 02
Innsatt ¢ = 0.9 og 02 = 0.5 far man dermed P = 3.043 og K = 0.122.

P =

0g

b)

o= a7 + Ky —2f") = da7 + K(y — ¢y "))
=Ky +(1— K)(bl‘ij =Ky + (1 - K)p[Ky;1+ (1 — K)@?i:%}
=Ky + K(1 - K)py1 + (1 — K)?¢x 3
= . =Ky + K- K)py1+ K1 - K)*¢*y 2+ K(1 - K)’¢y 3+ ...

Dermed har vi at o
aj=K(K —-1)¢’ for j=0,1,2,...,

mens a; = 0 for j < 0.
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Innsatt ¢ = 0.9 og 02 = 0.5 far man at a; = 0.1217 - 0.7904.

c)

_ ZK((l — K)¢) (cos(2nvj) — isin(27vj))

1—(1— K)¢cos(2mv) , (1 - K)¢psin(2mv)

T+ (1-K)¢)?2 —2(1 - K)dcos2mr) 1+ ((1— K))2 — 2(1 — K)¢cos(2mv)
(1— (1 - K)¢cos(2mv))? + ((1 — K)psin(27v))?
(14 ((1=K)¢)?2—2(1 — K)pcos(2mv))?
— K2
14+ ((1 = K)¢)?2 —2(1 — K)pcos(2mv)

[A@)]® = K*

Sa ma man til slutt skissere denne funksjonen for de oppgitte parameterverdier og gi noen
fornuftige kommentarer.
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