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����������� {xt} ��� ������� �� ������

∞�

j=0

πjxt−j = ωt.

�� ��� ��

θ(z) = 1 + θz = 0 ⇒ z = −
1

θ
,

���� ��
z ������� ��������������⇔ |θ| < 1.

���� {xt} �� ���������� ���� |θ| < 1� ����� ����������� �� φ�

������� {xt} ��� ������� �� ������

xt =

∞�

j=0

ψjωt−j.

�� ��� ��

φ(z) = 1 − φz = 0 ⇒ z =
1

φ
,

���� ��

z ������� ��������������⇔ |φ| < 1.

���� {xt} �� ������ ���� |φ| < 1� ����� ����������� �� θ�

��

φ(B)xt = θ(B)ωt ⇔ xt = ψ(B)ωt

��������� ���� ��� ���� ���� �
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�������� ��� �� �����

φ(z)ψ(z) = θ(z),

��� � ��� ��������� ���

(1 − φz)(ψ0 + ψ1z + ψ2z
2 + ψ3z

3 + . . .) = 1 + θz

φ0 + ψ1z + ψ2z
2 + ψ3z

3 + . . . − φψ0z − φψ1z
2 − φψ2z

3 − . . . = 1 + θz

����
ψ0 = 1

ψ1 − φψ0 = θ ⇒ ψ1 = φ + θ

ψ2 − φψ1 = 0 ⇒ ψ2 = φψ1 = φ(φ + θ)

���

ψk − φψk−1 = 0 ⇒ ψk = φψk−1 = . . . = φk−1(φ + θ); k ≥ 1

��

�� ��� ��

xt =

∞�

j=0

ψjωt−j,

��� ψj���� �� ����� ��� ��� ��� h ≥ 0 ��� ��� ������

γ(h) = �[xtxt+h] = �








∞�

j=0

ψjωt−j





�
∞�

k=0

ψkωt+h−k

�



= �

�
∞�

k=h

ψkψk−hω2
t+h−k

�

= σ2
ω

∞�

k=h

ψkψk−h,

��� � ������� �� ������������ ωt��� �� ����������� �������� ��� h = 0 ��� ��� ������

γ(0) = σ2
ω

�

1 +
∞�

k=1

(φk−1(θ + φ))

�

= σ2
ω

�

1 +
(θ + φ)2

φ2

∞�

k=1

φ2k

�

= σ2
ω

�

1 +
(θ + φ)2

φ2
·

φ2

1 − φ2

�

= σ2
ω

�

1 +
(θ + φ)2

1 − φ2

�

.

��� h > 0 ��� ��� �����������

γ(h) = σ2
ω

�

φhφ0 +
∞�

k=h+1

φkψk−h

�

= σ2
ω

�

φh−1(θ + φ) +
∞�

k=h+1

φk−1(θ + φ)φk−h−1(θ + φ)

�

��������� ���� ��� ���� ���� �
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= σ2
ω

�

φh−1(θ + φ) +
(θ + φ)2

φh+2

∞�

k=h+1

φ2k

�

= σ2
ω

�

φh−1(θ + φ) +
(θ + φ)2

φh+2

φ2h+2

1 − φ2

�

= σ2
ωφh−1(θ + φ)

�

1 +
(θ + φ)φ

1 − φ2

�

.

�������� ��� ��� �� γ(h) = γ(−h)�
�������� ��� θ = 0 ��� ��� ������

γ(0) = σ2
ω

�

1 +
φ2

1 − φ2

�

��

γ(h) = σ2
ωφh

�

1 +
φ2

1 − φ2

�

, h > 0.

����� ��� ������� ������ ���

γ(h) = σ2
ω

�

1 +
φ2

1 − φ2

�

φ|h|, h = 0,±1,±2, . . .

��

f(ν) =

∞�

h=−∞

γ(h)e−2πiνh =

∞�

h=−∞

γ(h)(cos(2πνh) − i sin(2πνh))

= γ(0) + 2
∞�

h=1

γ(h) cos(2πνh) = σ2
ω

�

1 +
φ2

1 − φ2

��

1 + 2
∞�

h=1

φh cos(2πνh)

�

= σ2
ω

�

1 +
φ2

1 − φ2

��

1 + 2 ·
1 − φ cos(2πν)

1 + φ2 − 2φ cos(2πν)

�

.

��� φ = 0.9 �� ������ ���������� �������� ������������ ��� ��� φ = 0.5� ����� ��� �� ���� ���
������� �� f(ν) �� � ���������� ��������������

������� �

��

��� �� ���� ������� � �������� �� �����p, q�������� ��� zt �� ����� �������� �� �����

���������� ������� ��� xt = ∇zt ��������� �� ���� �� ��� �� ������� � �������� �� �����p, q��
������ ��� ������

��������� ���� ��� ���� ���� �
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��� ����� ������������� ������� ��� �� ��������������� ���� ���� ��� ������ ��� � ���� ���

���� ��� �� ��� ��� � ����� �� ����� �� ���������� ��� �� ���p�������� ��� p = 2 ����� p = 3�

��

�������������� ������ ��������� �������� ��� ���������� ���������� ��������� ��� ��

���2�������� ���� �����

�γ(0) = γ(0), �γ(1) = γ(1) �� �γ(2) = γ(2).

�� ������ ���������������� ��� γ(h) � �� ���2���������

xt = φ1xt−1 + φ2xt−2 + ωt.

��� h ≥ 1 ��� ��� ��

γ(h) = �[xtxt−h] = �[φ1xt−1xt−h + φ2xt−2xt−h + ωtxt−h]

γ(h) = φ1γ(h − 1) + φ2γ(h − 2) ��� h = 1, 2, . . .

������� ���� ������� ��� γ(0)�

γ(0) = �[xt · xt] = �[φ1xt−1xt + φ2xt−2xt + ωtxt]

= φ1γ(1) + φ2γ(2) + �[φ1xt−1ωt + φ2xt−2ωt + ω2
t ]

γ(0) = φ1γ(1) + φ2γ(2) + σ2
ω

������������������ ���� ������ ���� ���

�σ2
ω = �γ(0) = �φ1�γ(1) + �φ2�γ(2)

�γ(1) = �φ1�γ(0) + �φ2�γ(2)

�γ(2) = �φ1�γ(1) + �φ2�γ(0),

��� ���
�φ1 = 1.232, �φ2 = −0.599 �� �σ2

ω = 0.930.

��

�������������� ��� ���� �������� ���������� ���������� �� ���� ������ ��� ��������������

�� ���� ��� �������������� �� ���������� ����������� ��� ���� ��� ��� �� ��� ����� ���������
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������� �P = limt→∞ Pt−1
t � ������� ��� ���������� ���� � ��������������� ��� ��� t → ∞ �

��������������������� ��� ��� ��

�P = φ2P + 1, P = (1 −K) �P �� K = �P( �P + σ2)−1

�

⇒ 1 −K =
σ2

�P + σ2

�

.

�� �� ���� ����� ��� ������ �� P �� K� ���������� �� ��� ���������� ���� �� ����

⇒ P =
σ2

�P + σ2

�
φ2P + 1

�

φ2P2 + P(1 + σ2) = σ2φ2P + σ2

φ2P2 + (1 + σ2 − σ2φ2)P − σ2 = 0

P =
−(1 + σ2 − σ2φ2) ±

�
(1 + σ2 − σ2φ2) + 4σ2φ2

2φ2

��� �� �� P > 0 ���� �� ������ ������� ��� P ����

P =
1

2

�

σ2 −
1 + σ2

φ2
+

��

σ2 −
1 + σ2

φ2

�

+ 4
σ2

φ2

�

��

K =
φ2K + 1

φ2P + 1 + σ2

������� φ = 0.9 �� σ2 = 0.5 ��� ��� ������ P = 3.043 �� K = 0.122�

��

xt
t = xt−1

t + K(yt − xt−1
t ) = φxt−1

t−1 + K(yt − φxt−1
t−1)

= Kyt + (1 −K)φxt−1
t−1 = Kyt + (1 −K)φ[Kyt−1 + (1 −K)φxt−2

t−2]

= Kyt + K(1 −K)φyt−1 + (1 −K)2φ2xt−2
t−2

= . . . = Kyt + K(1 −K)φyt−1 + K(1 −K)2φ2yt−2 + K(1 −K)3φ3yt−3 + . . .

������ ��� �� ��

aj = K(K − 1)jφj ��� j = 0, 1, 2, . . .,

���� aj = 0 ��� j < 0�

��������� ���� ��� ���� ���� �
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������� φ = 0.9 �� σ2 = 0.5 ��� ��� �� aj = 0.1217 · 0.7904j �

��

A(ν) =

∞�

j=−∞

aje
−2πiνj

=
∞�

j=0

K((1 − K)φ)j(cos(2πνj) − i sin(2πνj))

= K ·
1 − (1 −K)φ cos(2πν)

1 + ((1 − K)φ)2 − 2(1 − K)φ cos(2πν)
− iK ·

(1 − K)φ sin(2πν)

1 + ((1 −K)φ)2 − 2(1 − K)φ cos(2πν)

|A(ν)|2 = K2 (1 − (1 −K)φ cos(2πν))2 + ((1 − K)φ sin(2πν))2

(1 + ((1 − K)φ)2 − 2(1 − K)φ cos(2πν))2

= . . . =
K2

1 + ((1 − K)φ)2 − 2(1 − K)φ cos(2πν)
.
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