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Oppgave 1 La X1, X2, . . . , Xn være uavhengige stokastiske variabler fra en poisson-
fordeling med parameter λ > 0, det vil si med sannsynlighetsmassefunksjon gitt ved f(x) =
λxe−λ/x!, x = 0, 1, 2, . . . . Vi vil undersøke noen punktestimatorer for P (X = 0) = e−λ basert
på X1, X2, . . . , Xn.

a) Finn sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren θ̂ for e−λ.

b) Vis at Cramér–Raos nedre skranke for variansen av en forventningsrett estimator for e−λ

er λe−2λ/n.

La Ui = 1 hvis Xi = 0 og Ui = 0 ellers, 1 ≤ i ≤ n. En annen estimator for e−λ, θ̃ = 1
n

∑n
i=1 Ui,

blir foreslått.

c) Finn den asymptotiske relative effisiensen (ARE) av θ̃ med hensyn på θ̂. Hvilken estimator
foretrekker du?

d) Vis at ∑n
i=1Xi er en komplett suffisient observator for λ. Finn den betingede forventnings-

verdien E(U1 |
∑n
i=1Xi = m), derm er et ikkenegativt heltall. Vis at den unike beste (som

har uniformt minimal varians) forventningsrette estimatoren for e−λ er θ∗ = (1−1/n)nX̄ .

e) Finn den eksakte variansen til θ̂ og til θ∗, og regn ut numeriske verdier av variansene når
n = 20 og λ = 1. (Vink: Bruk momentgenenerende funksjon til X̄.) Er θ̂ forventningsrett?

Oppgave 2 La X1, X2, . . . , Xn være uavhengige stokastiske variabler fra en fordeling som
har sannsynlighetstetthetsfunksjon gitt ved f(x) = 2θxe−θx2 for x > 0 og f(x) = 0 ellers, der
θ > 0 er en parameter.

a) Vis at 2θX2
1 er khikvadratfordelt med 2 frihetsgrader.

b) Bruk den eksakte fordelingen til 2θ∑n
i=1X

2
i for å finne et 1− α-konfidensintervall for θ.

I resten av oppgavesettet vil vi teste H0 : θ = θ0 mot alternativet H1 : θ 6= θ0. Anta n = 50 og
teststørrelse α = 0.05.

c) Finn en test basert på den eksakte fordelingen under H0 av 2θ0
∑n
i=1X

2
i . For hvilke

θ0
∑
X2
i vil H0 forkastes?

d) Finn en test basert på en tilnærmet fordeling under H0 av θ0
∑n
i=1 X

2
i /n ifølge sentral-

grenseteoremet. For hvilke θ0
∑
X2
i vil H0 forkastes?

e) Finn en test basert på en tilnærmet fordeling under H0 av sannsynlighetskvotetest-
observatoren. For hvilke θ0

∑
X2
i vil H0 forkastes? (Du kan bruke at t− 50 ln t = −143,7

for t = 37,39 og for t = 65,17.)


