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Oppgave 1 Terningene

Det er mistanke om at terningene som brukes ved et casino er manipulerte, slik at
sjansene for & fa 1-ere og 6-ere er endret, mens de gvrige utfall ikke er pavirket.

La p; veere sannsynligheten for & oppna ¢ “gyne” med en terning fra casinoet.
Folgende modell vil bli studert:

1 1 1

_07 P2 =P3 =Ps=Ps5 = 7, p6:7+07

=g 6 6

der 6 er en ukjent parameter med [0| < 1/6.

Det gjgres n kast med en slik terning, der X; av disse kastene ender med ¢ gyne
(1=1,2,...,6).

a) Hvilke forutsetninger ma gjgres for a sikre at den observerte vektoren X =
(X1, X, ..., Xg) er multinomisk fordelt? Anta i det fglgende at disse forut-
setningene holder.

Merk at resultater fra leereboken som gjelder uavhengige og identisk fordelte
observasjoner ogsa vil gjelde for multinomiske forsgk som i denne oppgaven.

Vis at den simultane sannsynlighetsmassefunksjonen (pmf) for X kan skrives
som en eksponensiell familie pa fglgende form:

f(x]0) = h(x) exp {;1:1 In ((13 - 9) + 26 In (é + 9)} forx € A.

Spesifiser funksjonen h(x) og mengden A av mulige verdier for X.

Forklar hvorfor den to-dimensjonale observatoren T'(X) = (X, Xg) er suffi-
sient for 6.

b) Vis at T(X) er minimal-suffisient.

c) Vis at maximum likelihood estimatoren (MLE) for 6 er gitt ved

é—l Tg — I1
—6 Te + X1

hvis x + 21 > 0,

og at 6 er ubestemt dersom zg + z; = 0.
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d)

f)

g)

For a kunne pavise at terningen er manipulert, vil man teste
H()Z QZOHIOtHli 97&0

Finn et uttrykk for sannsynlighetskvoten (likelihood ratio) A(x) for dette
problemet.

Hva blir konklusjonen pé sannsynlighetskvotetesten (LRT') dersom n = 100
og den observerte vektor er

(10,14,17,21,16,22) ?

Du skal her bruke den asymptotiske fordelingen for sannsynlighetskvoten.
Bruk signifikansniva o = 0.05.

Vis at Cramér-Raos nedre grense for variansen til forventningsrette estima-

torer for 0 er
1 — 3662

12n

Bruk denne til & sette opp den asymptotiske fordelingen for maximum likeli-
hood estimatoren 6.

Finn et tilnermet 95% konfidensintervall for 6, og beregn intervallet nar
observasjonene er som i forrige punkt.

Forklar ogsa kort, uten a gjore alle beregningene, hvordan man kan utlede
en tilneermet 95% konfidensmengde for 6 ved & invertere en sannsynlighets-
kvotetest.

Vis at estimatoren
- Xg— X
2n
er forventningsrett for 6, og finn et uttrykk for dens varians.
Hvorfor kan ikke denne estimatoren forbedres ved hjelp av Rao-Blackwells
teorem?

Estimatoren 6 fra forrige punkt er forventningsrett, og er dessuten en funk-
sjon av den suffisiente observator 7'(X). Et naturlig spgrsmal er da om den
er en UMV U-estimator.

Kan du bruke Cramér-Raos nedre grense fra punkt e) til & avgjore dette?
Begrunn svaret.

Dersom svaret er nei, er det naturlig a sjekke om Theorem 7.3.23 i vedlegget
kan brukes til 4 avgjore om 6 er UMVU. (Dette teoremet er essensielt det
som i forelesningene er kalt Lehmann-Scheffés teorem).

Vis at T'(X) ikke er komplett, ved & bruke definisjonen av kompletthet.
Kan du konkludere noe fra Theorem 7.3.237
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Oppgave 2 Tid til feil

En maskin settes i gang ved begynnelsen av dggn nr. 1 og observeres til den feiler
forste gang. La Y = y bety at dette skjer i dogn nr. y, (y =1,2,...).

a) Sett opp betingelser for at Y er geometrisk fordelt med parameter p, 0 <
p <1, dvs. at Y har pmf

fly) =1 —p)¥tp fory=1,2,...

I det fglgende antas at disse betingelsene er oppfylt.
Vis at den momentgenererende funksjon (mgf) for Y er gitt ved

pe’

W= e

for t < —In(1 —p).

Vis hvordan dette kan brukes til & vise at tiden til feil, Y, har forventning
p=1/p (dogn).

For & kunne registrere feiltiden mer ngyaktig deler man dggnet i n deler (for heltall
n > 1), slik at tiden Y, til feil nd males med enhet 1/n degn (f.eks. i timer hvis
n=24).

Det er naturlig & anta at Y, er geometrisk fordelt med parameter p,, = p/n, mens
tiden til feil, malt med enhet dggn, blir

X, =

b) Vis at X, konvergerer i fordeling mot en tilfeldig variabel X, dvs. X, 2 X,
Hvilken kjent fordeling har X? Hva blir E(X)?

( Vink: Beregn mgf for X, og finn grensen nar n — oo).
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