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Oppgåve 1 Terningane

Det er mistanke om at terningane som ein brukar ved eit casino er manipulerte,
slik at sjansane for å få 1-arar og 6-arar er endra, medan dei andre utfalla ikkje er
påverka.

La pi vere sannsynet for å få i “auge” med ein terning frå casinoet. Følgjande
modell vil bli studert:

p1 = 1
6 − θ, p2 = p3 = p4 = p5 = 1

6 , p6 = 1
6 + θ,

der θ er ein ukjend parameter med |θ| < 1/6.

Ein gjer n kast med ein slik terning, der Xi av desse kasta ender med i auge
(i = 1, 2, . . . , 6).

a) Kva for føresetnader må ein gjere for å sikre at den observerte vektoren
X = (X1, X2, . . . , X6) er multinomisk fordelt? Anta i det følgjande at desse
føresetnadene held.
Merk at resultat frå læreboka som gjeld uavhengige og identisk fordelte ob-
servasjonar også vil gjelde for multinomiske forsøk som i denne oppgåva.
Vis at den simultane sannsynsmassefunksjonen (pmf ) for X kan verte skri-
ven som ein eksponensiell familie på følgjande form:

f(x|θ) = h(x) exp
{
x1 ln

(1
6 − θ

)
+ x6 ln

(1
6 + θ

)}
for x ∈ A.

Spesifiser funksjonen h(x) og mengda A av mulige verdiar for X.
Gjer greie for kvifor den to-dimensjonale observatoren T (X) = (X1, X6) er
suffisient for θ.

b) Vis at T (X) er minimal-suffisient.

c) Vis at maximum likelihood estimatoren (MLE) for θ er gitt ved

θ̂ = 1
6 ·

x6 − x1

x6 + x1
hvis x6 + x1 > 0,

og at θ̂ er ubestemd dersom x6 + x1 = 0.



Side 2 av 3 TMA4295 Statistisk inferens, 2. desember 2014

d) For å kunne påvise at terningen er manipulert, vil ein teste
H0 : θ = 0 mot H1 : θ 6= 0.

Finn eit uttrykk for sannsynskvota (likelihood ratio) λ(x) for dette proble-
met.
Kva blir konklusjonen på sannsynskvotetesten (LRT ) dersom n = 100 og
den observerte vektor er

(10, 14, 17, 21, 16, 22) ?
Du skal her bruke den asymptotiske fordelinga for sannsynskvota. Bruk sig-
nifikansnivå α = 0.05.

e) Vis at Cramér-Raos nedre grense for variansen til forventingsrette estimato-
rar for θ er

1− 36θ2

12n
Bruk denne til å setje opp den asymptotiske fordelinga for maximum likeli-
hood estimatoren θ̂.
Finn eit tilnærma 95% konfidensintervall for θ, og berekn intervallet når
observasjonane er som i det førre punktet.
Gjer også kort greie for, utan å gjere alle berekningane, korleis ein kan utleie
ei tilnærma 95% konfidensmengde for θ ved å invertere ein sannsynskvotetest.

f) Vis at estimatoren
θ̃ = X6 −X1

2n
er forventingsrett for θ, og finn eit uttrykk for variansen.
Kvifor kan ikkje denne estimatoren bli forbetra ved hjelp av Rao-Blackwells
teorem?

g) Estimatoren θ̃ frå førre punkt er forventingsrett, og er dessutan ein funksjon
av den suffisiente observator T (X). Eit naturleg spørsmål er då om den er
ein UMVU-estimator.
Kan du bruke Cramér-Raos nedre grense frå punkt e) til å avgjere dette?
Grunngi svaret.
Dersom svaret er nei, er det naturleg å sjekke om Theorem 7.3.23 i vedlegget
kan bli bruka til å avgjere om θ̃ er UMVU. (Dette teoremet er essensielt det
som i forelesningane er kalt Lehmann-Scheffés teorem).
Vis at T (X) ikkje er komplett, ved å bruke definisjonen av komplettheit.
Kan du konkludere noko frå Theorem 7.3.23?
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Oppgåve 2 Tid til feil

Ein maskin blir sett i gang ved begynninga av døger nr. 1 og blir observert til den
feilar første gong. La Y = y tyde at dette skjer i døger nr. y, (y = 1, 2, . . .).

a) Sett opp føresetnader for at Y er geometrisk fordelt med parameter p, 0 <
p < 1, dvs. at Y har pmf

f(y) = (1− p)y−1p for y = 1, 2, . . .

I det følgjande skal du anta at desse føresetnadene er oppfylte.
Vis at den momentgenererande funksjon (mgf ) for Y er gitt ved

MY (t) = pet

1− (1− p)et
for t < − ln(1− p).

Vis korleis dette kan bli bruka til å vise at tida til feil, Y , har forventing
µ = 1/p (døger).

For å kunne registrere feiltida meir nøyaktig deler ein døgeret i n delar (for heltall
n > 1), slik at tida Yn til feil nå blir målt med eining 1/n døger (t.d. i timar om
n = 24).

Det er naturleg å anta at Yn er geometrisk fordelt med parameter pn = p/n, medan
tida til feil, målt med eining døger, blir

Xn = 1
n
Yn

b) Vis at Xn konvergerer i fordeling mot ein tilfeldig variabel X, dvs. Xn
d→ X.

Kva for kjent fordeling har X? Kva blir E(X)?
(Vink: Berekn mgf for Xn og finn grensa når n→∞).
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