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Oppgave 1 Pareto-fordelingen
Betrakt Pareto-fordelingen som er i flittig bruk i gkonomi og naturforvaltning.

Sannsynlighetstetthetsfordelingen ('pdf’) er

X = f(ala, 5) = Par(a, ) = { gttt ez

med modellparametrene o > 0 og 3 > 2.

Den tilhgrende kumulative fordelingsfunksjonen (’cdf’) er,

1—adPz 8 x>a

X — F(z]a, 8) = CPar(a, §) = { 0 T <«

Forventningen er p = E(X) = [8 — 1]7!'Ba og variansen er ¢ = Var(X) =
(8 —1]7%[8 — 2]~ Ba®.

Betrakt et tilfeldig utvalg: X,, : X3, Xo, ..., X, iid Par(«, /).

Anta initielt, i Punkt a), b) og ¢), at begge parametrene («, 3) er ukjente.

a) Bruk ’the Factorization Theorem’ for & identifisere suffisiente observatorer
for parametrene («, ).

b) Utled uttrykk for sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene ("MLE’) (&, 5)
for parametrene (a, 3).

Spesifiser uttrykket for "MLE’ene (ﬂ,ab) for forventning u og varians o2

Begrunn svaret.
c) Betrakt hypotesen

Hy: 8= py versus Hy : B # By

for en bestemt verdi Gy > 2.

Utled et uttrykk for forkastningsregionen R, for en rimelighetsfraksjonstest
for hypotesen om parameteren [3.
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Deretter, i Punkt d), e) og f), anta at parameteren « er en kjent verdi cqy > 0 mens
parameteren 3 > 2 er ukjent.

En suffisient observator for parameter § er T;(X,,) = X ;logX;.

d)

f)

Begrunn at den suffisiente observatoren T;(X,,) er en komplett, suffisient
observator.

Spesifiser 'MLE’ g* for parameter 3. Begrunn svaret.

Er estimatoren * en konsistent estimator for parameter 5 7 Begrunn svaret.
Utled uttrykket til den asymptotiske variansen for estimatoren 5*.

Er estimatoren 5* asymptotisk effisient for parameter S 7 Begrunn svaret.

I kun dette punkt, skal parameter estimeringen gjores i et Bayesiansk ram-
meverk. Tilegn en Gamma-fordeling til parameter [ |

B = f(BIA k) = Gam(\, k) = { Sﬁ[o«u — 1)1 Lexp{~AB} g > 8

for kjente hyperparametre, reell A > 0 og heltall x > 0.

Demonstrer at posteriori 'pdf’ for § gitt realisasjonen av det tilfeldige utval-
get x,, er en Gamma-fordeling, og utled uttrykket for aposteriori hyperpara-
metrene.

Spesifiser uttrykket for Bayes estimatoren 5 = E(3|X,,) for parameter f.

Heretter, i Punkt g) og h), anta at parameter 5 er en kjent verdi 5 > 2 mens
parameter a > 0 er ukjent.

En suffisient observator for parameter a er Ty(X,,) = Min{X;,..., X,,} = X().

g)

Betrakt den forste observasjonen i det tilfeldige utvalget X; — Par(a;, By) og
definer fglgende estimator for parameter «,

Oé+ = ﬁo_l[ﬂo — ].]Xl

Demonstrer at estimatoren a™ er forventningsrett for parameter «.

Bruk estimator a™ og 'the Rao-Blackwell Theorem’ til & utlede en forbedret
forventningsrett estimator & for parameter o med mindre-eller-lik varians.
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h) Betrakt '"MLE’ for parameter o

Utled et uttrykk for 'pdf’ for estimator a* og bruk denne 'pdf’en til & de-
monstrere at a* er en konsistent estimator for parameter a.
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