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Dette notatet diskuterer ML-ligningene for k-parameter eksponensielle familier, og er utfyllende til
lzerebokas bidrag i Appendix side 343-344.

Teorem

Anta

2 X F(2]0), O0=(f,...,0), @=(z1,...,25)

hvor f (z | ) er en k-parameter eksponensiell familie,

"
f(x ] 6) = h(z)c(6) exp {Zwi(e)ti(w)} )

og hvor

T(m) . (Z tl(mj)u o )Z tk(l‘j))
j=1 7=1

er minimal suffisient observator! for 6. Da er ML-ligningene for € gitt ved

1 < ,
;Zti(l'j) =E(ti(z) lg_g =1k
=1
(Her betyr E (t;(2)) '0..9’ forventet verdi av ¢; (z) som en funksjon av @, evaluert i 8.)

Eksempel

Som kjent er normalfordelingen en 2-parameter eksponensiell familie, og nér

iid
Tyyenn Ty N(,u,,az)

'Dette krever at variasjonsomradet for (w (8), .. . ,wx(8)) ikke er en degenerert mengde i R*.



kjenner vi de (minimale) suffisiente observatorene

ML-ligningene blir dermed

0g

- Zz? =F (z2) I(u.,aQ):(p,,&z)
=g+ 6%

Nér vi Igser disse ligningene, far vi de kjente ML-estimatene

_ o 1¢ _
= T, og 02252(1']"—1')2.
J=1

Bevis for ML-ligningene

Beviset gir som fglger. Fgrst trenger vi likelihooden

LO|z)= Hfmo

:Lljlh(xj)} exp{i:[ ; j)”

der vi har innfgrt notasjonen ¢;(z) = >_7_, t;(z;). Det er né gunstig & reparametrisere modellen ved
4 innfgre parametrene 7 = (71, ..., M%), der

m=wi(0), ... M = wk(6)

dvs.

(77|93)_h( exP{anz }

der &(n) er ny normaliseringskonstant med hensyn pd n. ML-ligningene finnes da ved

0 ;
%ln(ﬁ(nlm))_o, i=1,...,k.



Ved a bruke at

k
In(L(n|z))=1In h(z)+nln é(n) + Zm ti(z)

far vi Maximum Likelihood ligningene

eller

Dersom vi kan vise at
—n-— In é(n) = E'ti(z) (1)

vil derfor teoremet veare bevist for parametriseringen n. For enkelhets skyld viser vi dette kun for¢ = 1.
Den momentgenerende funksjonen (mgf) til g(z) er generelt gitt ved

My(a)(s) = E (e2)

og vi har sasmmenhengen E'(g(z)) = M;(x) (0). Vi vil derfor finne mgf til ¢; (). Fra definisjon av mgf
fas

M, (z)(s) = E exp (st1(z))

k
= /mexp (sty(z)) h(z)E(n)" exp {Z niti(m)} dz

=1
k
= /m h(z)&(n)" exp {(m + s)t1 () + Z mti(w)} dz

For 4 forenkle notasjonen innfgrer vi n* = (71 + s, 72, ..., Mk), slik at
n

My, (z)(s) = / h(z)é(n)" exp {Z n?ti(w)} dz
T i=1

o k
- 5((,;’3)n | r@yex {; n:ti(w)} de

. S
—

=1,siden [ f(z | n)dz = 1.




Dette betyr at

d
“d?l'Mil(w) (S) |s=0

=)

Etl (IB) =

= ds1 L&(n%)
ém 1" d én)
- [E(n*)- dsy &(n*) =0
_ o [em T d &n) o
6] dsie((mtsm, o m)) T
Lo
Em*)]  Ome(m+s,m,...,m)
_ [T L ém) 8
B ECR] (_l)é(n*)2 m & 26} lo=o
=n-1- (_1)EZ117—)—57—87)_16(77)’ (Brukeratn = n* nir s = 0.)
d _
=-n o In é(n)

Dvs, vi har vist ligning (1), og dermed ogsé ML-ligningene med hensyn pd n-parametriseringen. Vi er
jo interessert i ML-ligningene for @ = (6, ..., 6). Da bruker vi egenskapen at ML-estimatoren er
invariant for reparametriseringer. Siden

"71:“)1(0)7 177k:wk(0)
vil
0, 261(77)1 a9k=fk(77)

der &; (-) er omvendt funksjon av w; (). Dermed er 6 = (£1(7), . .. ,&(7)) ML-estimatene for @, nar
7 = (71, ..., ) er ML-estimatene for n. Dette betyr at vi like godt kan Igse ligningssystemet

-Zt ) =E(t(@) lg_g  i=1..o.k

der forventningene taes med hensyn p& @-parametriseringen for & finne ML-ligningene til 6. |



