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Oppgave 1

a)
DAGen blir

Fra en DAG finner man uavhengighetsgrafen ved & moralisere, dvs. ved & fjerne retningen
pa kantene og trekke kanter mellom /“gifte” noder med felles barn. Fra DAGen over far man
dermed at uavhengighetsgrafen blir

b)
Som funksjon av p; far man at (den ferste overgangen folger fra uavhengigshetsgrafen)

f(pi‘a7ﬁ7p17 -y Di—1,Pi4+15 -+ - 5y Pmy L1y - - 7mm) = f(pzlavﬁawz)

o< f(pis v, B,m5) = f(a)f(B)f (pile, B) f(wilpi) o< f(pile, B) f(xilpi)
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P((X +ﬁ) a—1 1 n ) P 1 ) —

— N7 ) 1 —p: B Ti(] _ g, )P a+w; 1 — ps B+(n—x;) 1.
NONCK (1—pi) o )Pt (=) o (1—pi)

Gjenkjenner dette som en betafordeling med parametre a = a + x; og B =0+ (n—a;).
Normaliseringskonstanten er dermed gitt fra formel (1) i oppgaven, dvs.

INGENC) L(a+(+n)

r(@r@) Lle+z)l@B+n—2)

c)
Forslagsfordelinga er g(p;) = 1, p; € [0,1]. Akseptsannsynligheten blir dermed

f(pl'|aa ﬁapl’ o ,piil‘;ﬁiik)l’ s s Pmy X1y .. ,$m) — Clpzq+mi*1(1 _ pl,)ﬁJrnf:Ei*l
i

a(p;) =c

der ¢’ ma bestemmes slik at dette blir en sannsynlighet. Deriverer derfor uttrykket over og
setter lik null

¢ | @i = )pe (1= ) P (G -y = 1)(1 - )R] <0

7

a+x;—1
a+pfB+n—2

Setter s& denne verdien for p; inn i uttrykket for a(p;) og far dermed folgende krav pa ¢

g ot T By - 1\
a+pB+n—2 a+p+n—2 -

= ... => ;=

Velger ¢ storst mulig slik at dette kravet er oppfylt, og far (etter litt regning)

a(p‘): Oé+ﬁ+n—2p‘ a+z;—1 04+5+n_2(1_p,) B+n—x;—1
‘ a+z—1 7 B+n—x;—1 ! '

Pseudokode for simuleringen er:

1. Trekk p; ~ Unif[0, 1].

\V)

. Beregn a(p;).
3. Trekk u ~ Unif|0, 1].

4. Hvis u < a(p;) returner p;, hvis ikke ga til 1.
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d)

Her finnes det selvfglgelig mange riktige svar. Mest naturlig er det kanskje & benytte en
single-site-Metropolis-Hastings-algoritme. For eksempel spesifisert ved fglgende pseudokode

1. Initialiser «, 3, p1, ..., pm med lovlige verdier.
2. Forr=1,...,N

(a) Fori=1,...,m
i. trekk p; ~ f(pila, Byp1y- -y Pic1sDitls- s Pmy T1y- -, Tm) [Ved algoritma
fra forrige punkt, dvs. akseptsannsynligheten er lik 1 p.g.a. et Gibbs-steg.|

(b) Foresla a ~ N(a, 02) [For en passende verdi av o2.]

(c) Trekk uq ~ Unif]0, 1].

(d) Hvis uq < a(a]a) sett a := @, ellers behold a uforandret [Akseptsannsynligheten
a(ala) er spesifisert under.|

(e) Foresla 3 ~ N(ﬂ,aé) [For en passende verdi av O'%,]

(f) Trekk ug ~ Unif{0, 1].

(g) Hvis ug < a(f|0) sett B := 3, ellers behold § uforandret [Akseptsannsynligheten
a(B|B) er spesifisert under.|

Forslagene for a og (3 benyttet her er begge metropolisforslag slik at forslagssannsyn-
ligheten forkortes bort i uttrykket for akseptsannsynligheten. Innsetting i det generelle ut-
trykket for akseptsannsynlighet i en metropolisalgoritme gir (etter litt regning, hvor blant
annet det som kan forkortes er forkortet)

- f A@G—a) [L@+8) @)™ qpm (e .
a(@la) = { mm{e [F(aw) F(a)} (IT2, o) ,1} hvis & > 0,
ellers,

0g

_ [ AG-p) [T@+B) 1™ rm o . \B-B i
a(ﬁ]ﬂ):{mm{e (B-8) [F(a_w) F(E)} (IT2, (1 = ps)) ,1} hvis 8 > 0,

ellers,
e)

Burn-in-perioden ser ut til & veere pa ca. 600-700 iterasjoner. Etter dette ser den simulerte
prosessen ut til & veere stasjonaer, for dette tidspunkt er det en klar trend for p; og ps.

Lar {oz(r) , ﬁ(r),pgr), . ,p%)}i\le veere de simulerte verdier i iterasjon nummer r etter burn-in.
Da blir
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L. ps=% LS ps ) Dette er estimat for E(ps|z1,.. . 2m).

2.p=>1"pi= NZT 1 {Zmlpz(r)] Dette er estimat for E(p1 + ... 4+ pml|T1, ..., Tm).

3. For hver iterasjon r ma man her ogsa simulere hvilke medlemmer som faktisk re-
serverer bil. Dvs. lar sgr)
reserverer bil (i iterasjon r), og simulerer disse (uavhengig av hverandre) ved & trekke

ul ~ Unif[[0, 1] og sette

vaeere indikatoren som er en dersom medlem nummer %

‘ 0 ellers.

8(7") _ { 1 hvis u} E ),
Antall medlemmer som reserverer bil i iterasjon r blir dermed

og et estimat for forventet antall medlemmer som reserverer bil men ikke far bil til

disposisjon blir dermed
N m
1 r
NE max{g sg)—k,O}.
r=1 =1

Oppgave 2
a)

478
S = }:o_l 0) + 300 - I(N; = 1) 4+ 400 - I(N; = 2)],

hvor I(A) =1 hvis A er sann og I(A) = 0 ellers. Har videre at

478
E(S) = Z{O -E[I(N; = 0)] 4+ 300 - E[I(N; = 1)] 4+ 400 - E[I(N; = 2)]}
i=1
=478[0- P(N =0) +300- P(N =1)+400- P(N = 2)].
Estimerer sannsynlighetsfordelingen for N ved
~ 4 ~ 4
5 P

P(N=0)= .
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Estimat for forventet verdi av S blir dermed
E(S) = 478[0 - P(N = 0) + 300 - P(N = 1) +400 - P(N = 2)] = ... = 114720.
b)

Pseudokode for & estimere Var[E’ (S)] ved hjelp av ikke-parametrisk bootstrapping blir
1. Forb=1,...,B

(a) Trekk NP,..., N¥ tilfeldig (med tilbakelegging) fra 0,1,1,2,2,0,1,1,0,2.

(b) Beregn
1 o 1
PYN=0)=—> I(N°=0)=—M
1 & 1
(N=1)= 5D TN =1) = 75M},
i=1
1 & 1
PP IN=2)==) I(N*=2)=—M}
10 ¢ 10
=1
og

E’(S) = 478[0 - P"(N = 0) + 300 - P(N = 1) + 400 - P*(N = 2)]

2. Beregn estimert varians ved
. BT 1E -
Var[E(S)] = & S ENS) -5 > EP(S)

¢)

Benytter at
(Mg, M?, Mb) ~ Multinomisk(10, 0.3, 0.4, 0.4)

0g
~ Mo M, M,
E — 478[0 - =22 2L 400 222
B(S) =478[0 - > +300 - - +400 - — =],
slik at
Var[Ep(8)] = | 5 | [0% - Var(Mo) + 3007 - Var(M) + 400 - Var(My)

+2-0-300 - Cov(My, My) +2-0-400 - Cov(My, M) + 2 - 300 - 400 - Cov(My, My)]

478\ 2
- (1—0> [3002-10-0.4-0.6+400%-10-0.3-0.742-300-400-(—10-0.3-0.4) = 603197760 = 24560.08%.
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