TMA4411 Matematikk 2B 4. juni 2026 Side 1 av 7

Flervalgsoppgaver

Oppgave 1

(i) Sann.
Vi har at

(u, =2v +w) = (u, —2v) + (u,w) = (=2){u,v) + (u,w) = (—=2)1 +2 = 0.
Dette medfgrer at u og —2v + w star ortogonalt pa hverandre.

(ii) Sann.
Vi har at

(Bu—w,v) = (3u,v) + (—w,v) = 3(u,v) + (—=1)(w,v) =3+ (-1)3=0.
Dette medfgrer at 3u — w og v star ortogonalt pa hverandre.

Oppgave 2

(i) Sann.
En diagonaliserbar matrise er alltid en kvadratisk matrise, dvs. A er en n X n-matrise for en
n > 1.

(ii) Usann.
Teorem 6 i seksjon 6.8 i bind 2 sier at hvis en n x n-matrise A har n forskjellige egenverdier,
sa er matrisen A diagonaliserbar. Men ikke alle diagonaliserbare n x n-matriser har forskjel-

(2) g har \y = Ay = 2 som egenverdier, men er helt klart
diagonaliserbar siden den allerede er en diagonalmatrise.

lige egenverdier. For eksempel,

(iii) Sann.

Teorem 1 og Teorem 3 i seksjon 6.8 i bind 2 sier til sammen at en n x n-matrise A er diagona-
liserbar hvis og bare hvis A har n linesert uavhengige egenvektorerer. Dette gir at (iii) alltid
er sann.

(iv) Usann.

Teorem 3 i seksjon 7.4 i bind 2 sier at en reell symmetrisk n X n-matrise alltid har n linesert
uavhengige egenvektorer, dvs. den er alltid diagonaliserbar. Men ikke alle diagonaliserbare
matriser er symmetriske, for eksempel, matrisen A fra langsvsarsoppgave 4 er diagonaliserbar,
men ikke symmetrisk.
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Langsvarsoppgaver
Oppgave 1 La
3 21 2
A=12 1 3 6.
1 3 2 4
Utforer elementaere radoperasjoner pa A for a finne den reduserte trappeformen av A:

1 3 2 4

32 1 2 1324 1
21 3 6] 29 (2 1 3 6] 22 | -5 —1 -2 |22
13 2 4 3212 "o -7 =5 —10

13 2 47, 132 4 1000
0 1 2 4 |2y g gy noterin gy g g
0 -7 -5 —10 0012 ™™ o012

Vi ser at rangen til A er 3, slik at dimensjonen til radrommet og kolonnerommet (sgylerommet)
er begge 3. Nullrommet (kjernen) til A er gitt ved

1 1 0 0
Ty 4 |T2| _ 0 _ 0
s cR s =Ta| g ,T4 € R} = Span 9
Ty Ty 1 1
0
og dermed er dimensjonen til nullrommet (kjernen) av A lik 1 og _02 er en basis for
1
nullrommet (kjernen).
31 (2] |1
Pivotene til A forteller oss at 20,11, 1|3 er en basis for kolonnerommet (sgyle-
11 (3] |2

rommet) til A. En basis for radrommet til A er {(3,2,1,2),(2,1,3,6),(1,3,2,4)} eller
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,2)}.
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Oppgave 2 La
B:{bl,bg,bg}:{1,1+$71+$+I2}

0g
C={c,co,c3y ={1,1 —, 1 —z+2°}.
Vi har at
b1:1 = C
by=1+ux =2-14+(-1)(1 —x) =2c; 4+ (—1)cy
by =1+ + 2? =2-1+(-2)1 —2)+1(1 — 2+ 2?) =2c1 + (—2)ca + 3
Dette gir at
1 2 2
lidecs=[0 -1 —2
0 0 1

Oppgave 3

Alternativ 1:

La p(x) = ag + a1x + asx® og q(x) = by + byz + bex?. Anta T'(p(z)) = T(q(x)), da far vi
2a0—a1+2(a;—az)z+2a0% = T(p(x)) = T(q(x)) = 2b9—by+2(by—by)x+2byz®  for alle x € R.
Det er bare mulig hvis

2&0-&1:2b0—b1
ap — az = by — b,

ag = b27
som gir at a; = b; for i € {0, 1,2}, dvs. p(z) = ¢(x). Dermed er T injektiv.

Gitt g(x) = by + biz + bya?, far vi T(p(z)) = q(x) for en p(x) = ag + a1z + axx® hvis og bare
hvis

2a0 — a; + 2(a; — az)x + 2a92* = T(p(z)) = q(x) = by + byx + 2by2*  for alle z € R.
Dette er bare mulig hvis

2a9 — a; = by,
2(&1 — CLQ) = bl,

Qg = b27
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som gir
1 1
ag = Z(zbo -+ bl —+ 2b2), a; = 5(1)1 —+ 2[)2), og a9 = bg.
Siden ¢(x) kan veere et hvilket som helst poynom i Py, er T' surjektiv.
Siden 7" er bade injektiv og surjektiv, er T" en isomorfi.

Alternativ 2:

La S = {1,z,2%}, som er en basis for V. Da er

T)=2-1-(1) =
T(x)=2x—(z)) =2r-1
T(2?) = 22* — (2?) = 22* — 22
og
2 -1 0
A=[idlses=10 2 =2|.
0o 0 2

Vi har at det(A) = 8 # 0, slik at A er en inverterbar matrise. Dette impliserer at T er bade
en injektiv og surjektiv linesertransformasjon, dvs. T er en isomorfi.

Oppgave 4 Her ma vi finne egenverdier og de tilhgrende egenvektorene til matrisen A
forst.

Egenverdier:

det<[4;)\ —13—AD =(4—-N(=1-X)—6=)\—3x-10.

Dette gir egenverdiene: Ay = —2 og \y = 5.

Egenvektorer: For Ay = —2, ma vi lgse det fglgende likningssystemet:

6 3|0
2 1]0

som har lgsningen (z,y) = (z, —2z) = z(1, —2), og for Ay =5

-1 3|0
2 —610



TMA4411 Matematikk 2B 4. juni 2026 Side 5 av 7

hvor en umiddelbart ser at (z,y) = (3y,y) = y(3,1) er en lgsning. Dette gir egenvektorer

[l e

med egenverdiene A\ = —2 og Ay = 5, henholdsvis, som vi vet er linesert uavhengige siden alle
egenverdiene er forskjellige.

Dette gir at den generelle lgsningen til x'(t) = Ax(t) er gitt ved

o | 1 3
x(t) = cre™ l_zl + cpe” [1] )
der ¢1, co € R. Initialbetingelsen gir at
9 - o c1 + 302
== 157

hvor vi ser at ¢; = 3 og co = 2. Dette gir lgsningen

x(t) =3¢ l_g] + 2™ m :

Oppgave 5 Ifglge koden er den numeriske metoden gitt ved
1
Up+1 = Up —+ 6h<k'1 + 4]{72 + kg),
der

kl = f(tnaun)a
1 1
]CQ = f(tn + ih, Up + 5hk1)7

Det tilhgrende Butcher tablaet ser slik ut

— o=

[ | D[ =
winy N
=l
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Oppgave 6

Alternativ 1: For & vise utsagnet ser vi pa grensen i polarkoordinater

3

. . ) T . . 3\ e . . 3\
(x,yl)lir%0,0) sin (mz - y2> = Tl_l}%h_ sin(r(sin#)°)) = Sln(rl—1>%l+ r(sind)”) = 0.

Her brukte vi at sin(z) er kontinuerlig og grenselovene for skalarfunksjoner.

Alternativ 2: Vi begynner med a vise at

3

. y
1 LA 1
<x,y>1§fo,o> 22+ 12 0 (1)

Siden \
0< |

7 |<
<Z < ly|

og limz 40,0y [¥| = 0, folger (1). Siden sin(z) er kontinuerlig far vi ved hjelp av grenselover
for skalarfunksjoner

y* y*
lim sin = sin lim = sin(0) = 0.
(,9)—(0,0) 2?2 + y? (2,9)—(0,0) 22 4 12

Oppgave 7

a) Gradienten er Vf(z,y) = (fu(z,y), fy(z,y)) = (22, —8y). Retningen r der f gker mest
er gitt ved vektoren som peker i samme retning som V f ifglge side 41 i bind 2. Vi finner

Vf(2,1) = (4, —8) og retningen r er derfor gitt ved enhver vektor som kan skrives som
a(4,—8) med a > 0.

b) Vihar Vf(z,y) = (2z,—8y) = (0,0) hvis og bare hvis z = y = 0, dvs. origo er det eneste
stasjongere punktet. Hesse-matrisen er

H(z,y) = B _08] :

som gir at H(0,0) har en positiv og en negativ egenverdi, nemlig 2 og —8, og dermed
blir origo et sadelpunkt for f.
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Figur 1: f(z,y) pa D

c) Fra generell teori vet vi at globale maksimums- og minimumspunkter mé veere enten (ind-
re) stasjonaere punkter, eller punkter pa randen av D. Det indre stasjongere punktet (0, 0)
er et sadelpunkt og kan dermed hverken veere et globalt maksimums- eller minimums-
punkt. Vi ser pa funksjonen f pa randen av D, dvs. pa funksjonene f(+2,y) = 4(1 —y?)
for y € [-1,1] og f(z,£1) = 2* — 4 for x € [-2,2].

f(£2,y) = 4(1 — y?) for y € [—1,1]: Funksjonen g(y) = 4(1 — y?) har ett stasjoneert
punkt, y = 0, som er et globalt maksimumspunkt, siden ¢'(y) = —8y og ¢”"(y) = —8.
Dermed folger det at f(42,y) antar, pa intervallet [—1, 1], den globale minimumsverdien
0 iy = 41 og den globale maksimumsverdien 4 i y = 0.

f(x,+1) = 2% — 4 for x € [—2,2]: Funksjonen h(z) = 2% — 4 har ett stasjonsert punkt,
x =0, som er et globalt minimum, siden h’(x) = 2z og h”(z) = 2. Dermed fglger det at
f(z,£1) antar, pa intervallet [—2, 2], den globale mimimumsverdien —4 i = 0 og den
globale maksimumsverdien 0 i x = £2.

Vi finner fra dette maksimumsverdien f(£2,0) = 4 og minimumsverdien f(0,£1) = —4.
Dvs. at f antar pa D den globale maksimumsverdien 4 for punktene (£+2,0) og den
globale minimumsverdien —4 for punktene (0, £1).



