FORMELARK TMA4413

Komplekse tall

Eulers formel: € = cos® + isin .
Polarform: Hvis z = a + ib, sa er z = re'?, hvor

arctanb/a for a >0
7w+ arctanb/a  for a <0
r=+va?+b%ogl=
s /2 fora=0,6>0
3m/2 fora=0,b<0

Videre vil Z = a — ib = re~ 1%,

Vektorrom

Linecert spenn: La uy,...,u,, veere vektorer i et reelt
vektorrom V. Det linezere spennet til disse er mengden
av alle vektorer

m
E c;u;, for alle reelle ¢q,...,cm
i=1

Linecer uavhengighet. Vektorene uy,...,u,, er linesrt

uavhengige hvis
m
ZCZ‘ILL'ZO = c="=¢p,=0
i=1

Basis. {e1,...,en}t 1 V er en basis for V hvis deres
linezre spenn er hele V' og de samtidig er linesert
uavhengige.

Antall elementer i basisen er vektorrommets dimensjon.
Underrom. Et underrom U av et (reelt) vektorrom V'
er en delmengde av av V slik at for alle reelle tall o og
8 og par av vektorer u,v i U gjelder at

au+ fv e U.

Lineertransformasjon T : V. — V for et reelt vektor-
rom med basis by, ...,b,. Representeres av matrise A
med elementer a;; ved

T(b;) = ai;b;
i=1

Vektorer og matriser

Hvis x € R" og y € R™, vil xyT veere n x m-matrisen
med 7j-element x;y;.

Radrom og kolonnerom. Det linezere spennet til radene
(resp kolonnene) i en matrise A

Nullrom. En vektor x € V er med i nullrommet til

en matrise A hvis Ax = 0. Nullrommet Null(A) er
mengden av alle slike vektorer. Radrom, kolonnerom
og nullrom er alle underrom.

Indreprodukt og norm

Definisjon og skrivemater for indreprodukt:
n
u-v= Zuivi = (u,v) =ulv, foru,v € R"
i=1

Lengden av en vektor u skrives ||u|2 og er definert som
Julls = v @ = VaTu

Lengden |lul|z av u kalles ogsd 2-normen til u. Et sett
av vektorer uy, ..., u; danner et ortogonalt system hvis

ui-uj:0, Z?é]

og er et ortonormalt system hvis ogsa ||u;|| = 1 for alle i.
En ortogonal matrise er en matrise hvis sett av kolonner
danner et ortonormalt system

Projeksjon

Projeksjonen av en vektor w pa v er gitt som

Po(w) =~ Yy

V-V

Gram-Schmidt prosessen. La w1, ..., Wy veere vektorer

iR™ Fori=2,...,k(<n)la

i—1
w
ui:Wi_ZPUj(Wi)a e = —o—
= [luill2
Da er uy,...,u; (resp eq,...,eg) en ortogonal (resp
ortonormal) basis for Sp{w1,...,wy}.

Householder-matriser. La u veere en vektor slik at
|lull]2 = 1. Den tilhgrende Householdermatrisen er

Hy, =1-2uu”
QR-faktorisering. La m > n. Matrisen A € R™*"
kan faktoriseres som A = QR = QR. Q = [Q,V] er

R
0

R € R™" er gvretrianguleer. QR-faktorisering bereg-
nes enten ved Gram-Schmidt prosessen eller ved en serie
av Householdertransformasjoner.

ortogonal m x m, Q € R™*". R = € R™mx",

Egenverdier og egenvektorer

La A veere en n X n-matrise.
A € C kalles en egenverdi til A med tilhgrende egenvek-
tor x € C", (der x # 0) hvis

Ax = Ax.
Egenverdiene til A nullpunkter for polynomet
p(A) = det(A — AI)

En n x n-matrise A kalles diagonalisebar hvis det fins
en inverterbar matrise P og en diagonalmatrise D slik
at

A=PDpP!

Kolonnene i P vil da veere egenvektorer til A og diago-
nalelementene i D vil veere de tilsvarende egenverdier.

Regresjon og Markovkjeder

Normalligningene. Ligningssystemet Ax = b der A €
R™*™ m > n har generelt ingen lgsning. Men x € R"
som minimerer |[b — Ax|| er en lgsning av

ATAx = A™b

og er entydig hvis AT A er inverterbar.

Markovkjeder. En Markovprosess har en overgangs-
matrise A € R™ " hvis elementer er sannsynligheter
0 <a; <1og>! a; =1 for alle j. Lgsnin-
gen av Ax = x som oppfyller > 1"  x; = 1 angir til-
standssannsynligheter nar antall skritt (tiden) gar mot
uendelig, gitt at matrisen A er reguleer.

Systemer av differensialligninger
y =Ay, AeR™”

Hvis A er diagonaliserbar,
Aty

ning

har reelle egenverdier
, An, 0g egenvektorer vi,...,v, er generell 1gs-

y(t) = 1My + -t epettyy,

for vilkarlige konstanter cq, ..., cy,.
La n = 2 og anta at A har ikke-reelle egenverdier
A= a+if og A = a — i og egenvektorer v og V.
To linezert uavhengige reelle lgsninger er

y1(t) = e**(Re(v) cos Bt — Im(v) sin Bt)

ya(t) = e*(Re(v) sin Bt + Im(v) cos St)



Ikke diagonaliserbar A, n = 2. A har en dobbel reell
egenverdi A med egenvektor v, da er bade

My oog eM(tv +w)

hvor w lgser (A — AI)w = v, lgsninger av systemet.

Matrise-eksponensialet
For en n x n-matrise er eksponensialet definert som

1 Ak
A =T+ A+ —A2+... = A%
21 £ Rl

System av differensialligninger y' = Ay har lgsning
y(t) = et4c der c er en vektor av konstanter. Hvis
y(0) = yo blir ¢ = yy.

Inhomogen ligning y’ = Ay + f(¢) har lgsning

t
y(t) = etyq —I—/ e(=Af (5)ds
0

der y(0) = yo.
Singulerverdidekomposisjon (SVD)

For A € R™*" fins ortogonale matriser U € R™*"™ og
V e R™" samt ¥ € R™*™ der X;; = 0,4 # j, slik at

A=UxVT.

Y =t o; > 0 er singulerverdier til A. 01»2 er egen-

verdier til AT A sortert i avtagende rekkefplge. V sine
sgyler v; er tilhgrende normaliserte egenvektorer av
ATA. U = [uy,...,u,,] der u; = %Avi for o; > 0.
Antall o; # 0 er r = rank(A). l

Redusert SVD. La U, (resp V) veere de  forste sgylene
til U (resp V). La 3 € R™*" veere diagonalmatrisen
med diagonal o1, ...,0,. Redusert SVD er

A=UxV
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