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Flervalgsoppgaver

Oppgave 1
ha en lgsning.

(i) Skal utsagnet veere sant ma det inhomogene linegre likningssystemet under

6 8 -9 —-1|6 [ 6 8 -9 —-1|6
-9 —13 15 1 | =8| rp—ny -9 —13 15 0 | -7
-4 -6 7 0 ]|-3 -4 -6 7 0 ]|-3
0 0 0O 1 |-1 L 0 0 0 1 |-1
6 8 -9 0|5
r1+74 _9 _].3 15 _7
4 —6 7 0|-3
0 0 0 1|-1
(1)
Hvis det finnes en lgsning (x4, 9, 3, 24), sa ser vi z4 = —1. Systemet reduseres til folgende
lineaere likningssett:
6 8 —9| 5 [ 6 8 —9| 5
—9 —13 15 | -7 | 2l 1 -1 1 | -1 | e
4 =6 7 |-3| | -4 -6 7 |-3
11 -1 1 11 -1 1
6 8 —9|5 |2 o 2 —3|-1 |2ty
4 =6 T |-3 | -4 6 7 |-3
1 1 —-1|1 11 -1} 1
0 2 —3|-1 =210 2 —3|-1
0 —2 3|1 | 00 00

(2

~—

Vi ser at det siste inhomogene linesre systemet har for eksempel lgsningen (z1,xq,23) =
(% —%, 0), som gir at det opprinnelige systemet har lgsningen (x1, z2, 3, x4) = (% —%, 0,-1).
6
-8
_a| € Span(S).
-1

Dette medfgrer at
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(ii) Skal utsagnet veere sant ma likningssystemet under ha en lgsning.

6 8 -9 —-110 [ 6 8 -9 0|1
-9 —13 15 1 |0 | ri4ns -9 —-13 15 1|0
-4 -6 7 010 -4 -6 7 0|0
0 0 0 1|1 0 0 0 1|1
[ 6 8 -9 0| 1
T2o—T4 _9 _].3 15 O _1
-4 -6 7 0|0
| O 0 0O 1] 1
(3)
Systemet reduseres til
6 8§ —9| 1 ] 6 8 —9| 1 ]
9 —13 15| —1 | 22| -1 -1 1 | -1 | e
-4 -6 7] 0 | | -4 -6 7|0 |
1 1 =111 [ 1 1 -1 i
6 8 —9|1 |2 o 2 -—3|-5| >t
4 =6 70| -4 =6 7|0 |
1 1 1] 1 (11 1] 1
0 2 —=3|-5|2E%10 2 —3|-5
0 -2 3|4 (00 0 |-1
0
Den siste raden viser at systemet ikke er lgsbart, slik at 8 ¢ Span(5).
1]
6 8 -9
(iii) Utregningene i (i) (og (ii)) viser at rangen til matrisen | —9 —13 15 | er 2, slik de tre
-4 -6 7

forste vektorene i S er allerede linesert avhengige og dermed er S selv linesert avhengig og (iii)
er ikke sann.

Oppgave 2 Fra oppgave 18 (g) og (h) i bind 1 side 134, sa er (i), (ii) og (iii) alltid like.
Rangteoremet sier at (iii) og (iv) er like, dvs. alle tallene er like.
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Langsvarsoppgaver

Oppgave 1 La S = {1,/3z, %(3&:2 - 1), §(5x3 — 3x)}. Siden S er en ortonormal mengde
av vektorer, sa er projeksjonen av sin(z) i V' ned pa underrommet U gitt ved

(1,sin(z))1 + (v/3z,sin(x))v/3z + (\23(3x2 —1), Sin($)>\é§(3$2 - 1)+

<\27(5x3 — 3z), sin(x)>\é7(5x3 — 3x).

Gitt at (1,sin(z)) = 0 og (z*,sin(z)) = 0 for k like, sa folger at vi ma beregne

(v/3z,sin(z))v/3z + (\27(5x3 —3x), sin(x)}é?@xg — 3z).

Fra de oppgitte formelene far vi at

(V/3x,sin(z)) = v/3(sin(1) — cos(1))

(\f(5x3 — 3z),sin(x)) = 5\2/7(5 cos(1) — 3sin(1)) — 3\2/7(5111(1) —cos(1))

= 14T cos(1) — 9v/Tsin(1)

Dette gir at

proj (sin(z)) = 3(sin(1) — cos(1))x + ;(14 cos(1) — 9sin(1))(52* — 3z).

Oppgave 2

Her ma vi finne egenverdier og de tilhgrende egenvektorene til matrisen A:

300 A—3 0 0
det | M[3— (2 1 0| | =det -2 -1 0
1 3 2 —1 -3 A=2

Dette gir egenverdiene: A\ = 3, Ay =1 og A3 = 2.

Egenverdier:
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0
Egenvektorer: Ser direkte at v3 = |0| er en egenvektor med egenverdi 2.
1
For \; = 3, ma vi lgse fglgende likningssystemer:
0 0 00} _, 0 0 0]0 0 0 010
-2 2 0|0 25| 1 -1 00| 1 -1 0[0
-1 -3 1|0 -1 -3 1|0 0 —4 110

som har lgsningen (z,v, z) = (y,y,4y) = y(1,1,4), og for Ay =1

-2 0 010
-2 0 010
-1 -3 —-1/0

hvor en umiddelbart ser at (z,y,2) = (0,y,—3y) = y(0,1,—3) er en lgsning. Dette gir egen-
vektorer

1 0 0
V1 = 1 , Vg = 1 , U3 = 0 )
4 -3 1

med egenverdiene \; = 3, Ay = 1 og A3 = 2, henholdsvis, som vi vet er linesert uavhengig siden
alle egenverdiene er forskjellige. Dette gir at matrisen A er diagonaliserbar, og matrisen som

1 0 0
diagonaliserer A er gitt ved P = |1 1 0], dvs. 3 x 3-matrisen med de tre egenvektorene
4 -3 1
som kolonner. Da er
300
P'AP=10 1 0.
0 0 2

La y(t) = |y2(t)| = P71 |ao(t)| = P 'z(t), dvs. x(t) = Py(t). Innsatt i den opprinnelige

ys(t) 3(t)
likningen:
3 00
7'(t) = Py'(t) = APy(t) = y/'(t) = P*APy(t) = |0 1 0.
00 2
et
Dette gir lgsningen y(t) = | c2€’ |, som gir at
caet
1 0 0] [ere* credt
z(t)=Py(t)=|1 1 0] |ce'| = c1e% + coe!
4 =3 1| |cge* 4cie3t — 3cgel + cge?



TMA4422 Matematikk 3C 10.-21. april 2026 Side 5 av 8

Initialbetingelsen gir at

Y

2(0) =

1 C1
2 = 1+ Co
4 401 - 302 + C3

hvor vi ser at ¢; =1, ¢; = 1 og ¢35 = 3. Dette gir at lgsningen

o3t
x(t) = et + el
4e3t — 3et + 3e?

1 01 [0
e 1
o] lo] |1

veere standardbasisen in R3, og la

st = {[1].[1]

veere standardbasisen in R2. Vi gnsker & finne [T]g,. s,. Vi har gitt at T'(e;) = |, |. Videre er

(E]) -+ (G- 1) -+ (B~ () - BB
(1)~ (B -+ (B () - - E1-

Dette gir at

Oppgave 3 La

0g

der f: R — R er glatt. Metoden er gitt ved

tngr =t + h(0F (un) + (1= 0)f(unin)), 0 €(0,1).
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Den lokale avbruddsfeilen defineres som
B Toin = Yltner) = y(tn) = h(0F (y(tn) + (1 = 0)f(y(tas1))- (4)
Med andre ord setter vi inn den eksakte lgsningen () i metoden.

Vi bruker Taylorutvikling av y(¢) rundt ¢,:

tusr) = )+ h(0) + (0 + O(R).

Siden y/(t) = f(y(t)), far vi
2

i) = ylt) + hT (1)) + oy (1) + O).

Videre utvikler vi

der vi har brukt at

Setter vi alt dette inn i (4), far vi

i = (k) + 1 ((t)) + o/ (1) + O

—y(tn) = b (07 (y(t) + (1= O) (F(y(ta) + by (1) + O(H?))) ,

Til slutt far vi

fpﬂﬁf:m<;—«1—9Dy%m)+oaﬁy:m(e—;)y@@+wxﬁ)

a) Den ledende feilen er av orden O(h?), altsd
Tn+1 = O(h)
Dermed har metoden minst orden 1 for alle 6 € (0,1).

b) For & fa orden 2 m& h*-leddet forsvinne, altsa

1
0—==0.
2
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Dermed ma

0=-.
2

For denne verdien far vi 7,11 = O(h?), og metoden har derfor orden 2. Metoden blir da

Yn+1 = Yn + Z(f(yn) + f(yn-&-l))’

som er trapesmetoden.
Oppgave 5

Ved & kreve at kvadraturformelen er eksakt for monomene av grad hgyst tre, altsd 1, z, 2% og
23, far vi ligningene:

1
w0+w1—|—w2~|—w3:/ ldx =2,
~1

1 1 1
wo(—1) + wy (—3) + wo (3) +wy = /_1xdx =0,

) 1\2 1\2 L 2
w12+ () b (5) bws= [ atde=5,

1\3 1\?3 1
WQ(—1)3+’(U1 <—3> + wo <3> —|—w3:/1x3dx:0.

Andre og fjerde ligning gir wy — wy = (w; — ws) 0g w3 — wy = 3-(w; — w), og dermed er

w3 = wy 0g wy = wy. Fgrste og tredje ligning blir da

2w0 + 2U}1 = 2,
2 2
2wo + Ut =3

og vi ser at dette ligningsystemet sammenfaller med den som er oppgitt i oppgaveteksten. Ved
a lgse systemet far vi w; = wy = % 0g w3 = Wy = i_
Oppgave 6)

(i): Sett a,, = (7172:'_1. Da far vi |a,| = ](727;_1] < % Rekka >>° # konvergerer (p-rekke med

p > 1), sé den oppgitte rekka konvergerer absolutt.

(ii): Sett a, = (—1)"12. Da far vi |a,+1| = % |ay|, som medforer at

lapi1| > |an|  for n > 100.
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Siden |aj00| > 0, folger det at |a,| 4 0 as n — oo og den oppgitte rekka er divergent.
Oppgave 7

a) Med f(z) = 3In(1 + 2?) er f'(x) = ;%5. Vi tar utgangspunkt i den geometriske rekka
1

= = Y22, 2" som vi vet konvergerer for |z] < 1. f/(z) =

x
142

kan skrives som en rekke slik:

f/<56') = :Cki_o:(—l)kx% _ i(—l)kx%ﬂ.

k=0

Denne konvergerer ogsa for |z| < 1.

Leddvis integrasjon av denne rekka gir rekkeutviklingen for f(z):

oot oo 1 ] & 1
— dt: _1 k 2k+2 _ - _1 k—1— Qk'
fla) = | D e 3 (e

Leddvis integrasjon bevarer konvergens pa det apne intervallet, men konvergens i endepunktene

mé sjekkes separat. For bdde © = —1 og « = 1 far vi rekka 322, (—1)F"'2. Dette er en

alternerende rekke med monotont avtakende ledd som gar mot 0, sd& rekka konvergerer ved
testen for alternerende rekker. Rekka for f(z) konvergerer altsa for alle x i intervallet —1 <

r <1.

b) Viser at In (%) =2f(3) = ZZ":l(—l)k_li(%)%. Vi vil bestemme n slik at Z’,g:l(—l)k_li(%)%
5

gir en tilnsermingsverdi til In ( 4) med feil mindre enn 0.001. Siden vi her har en konvergent
alternerende rekke, vet vi at dersom vi kutter av etter n ledd, vil restleddet veere mindre enn
absoluttverdien av ledd n + 1 (det forste leddet vi ikke tar med).

Vi vil altséa finne ut hvor stor n vi ma velge for at #1(%)2%2 < 0.001 som er det samme som
at (n+1)22""2 > 1000. n = 2 gir 3-2° = 192 og n = 3 gir 4- 2% = 1024. Vi m4 altsd ha n = 3

som gir In2 & (3)2 — 3(3)* + 3(5)° = 0.223958333... ~ 0.224.



