OPPFRISKNINGSKURSET!

4 - INTEGRALET

Viggo Brun skal ha sagt:

[ Derivasjon er et handverk, integrasjon er en kunst!

Det han mente & si, var nok at derivasjon er ganske lett (det er bare & bruke noen regneregler),
mens antiderivasjon kan vaere ganske vanskelig. Et tilforlatelig funksjonsuttrykk kan vaere enten lett
eller vanskelig eller haplgst eller umulig & antiderivere, og det kan vaere det ikke gar an & avgjgre pa
forhand hvilken av disse som er tilfellet fgr man har prgvd & antiderivere. Kanskje er det til og med
lett, men man kan ikke akkurat det trikset som trengs, og derfor gar det ikke.

Man kan bruke et liv pd 3 trene pa antiderivasjon. Hvis man vil lage en integrasjonsoppgave pa
eksamen som ingen far til, er det bare 3 gi

/ log cos x
- dx
sin 2z

som blir

[‘ log(cos(x))
sin@2x)

_[[log{costxn[ZLiz[lll tan[xl)] 2Liz [%l.{l-ﬁ-ll-[l-lltan'r )]
2 Lip - ran[z]) 2 Lig(- :tan[;)] 2L|2(.rtan[2]}+2h [ran[ ))-
2[5 - ) (an(3) +9)+ 21 (ranz)+1))-
2u3[%lc1—:1tan(2]+(l+n] 2L.|( (|1+ntan[2]+[]—n))+
1og2[1-ran[2]] +log? [tan( ]+1)
log[tan( ] ]log[tan 1) log'tan[ )ﬂ]log(mnz(;—f)—1]+
4log(mn[_2_] 1)log(1 tan( ]) loge4 log( 1 - ran[‘;)]
Zlog(l itan X)]]og(tan[ ]] 2]0g[1+ltaﬂ( ]]log[tanl )]
2log[[ [ran ]logran(zl ]_
(- o) o) -
210g(tan[2 log[(2 2]tan +1]]
210g(m[_’2£]+.)10g[_(§ A |
logl4llog(tan(;—rl+1]+log(tan [2] 1 log[cosz(g)]—
2 log(tanl:g]) Iog(cosz(g )+ log[cosz(g]] log[cosmsecz(;]] +
log[mn(x] ]log[.cosir)secz(‘;])-r
logltan( + ,] log[ cos(x) Secz( ; ]))]J’

[4(log|1 tanlz)] log[tanl2]+l) ]og(cosz‘)—;])]))

tan - 1]]



OPPFRISKNINGSKURSET!

Men det er nd greit & kjenne til de vanligste antiderivasjonsreglene. La oss begynne med 3 repe-
tere noen triks. Fgrst noen arealklassikere som Arkimedes fant ut av allerede 250 BC. Finn arealet
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2 y=0o0gz=1

x

y:

=logx=0

.’132, Yy

y:

krive om integranden litt.
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Hint: faktoriser polynomet
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= sin?(z) og y = 1 avgrenser et uendelig antall noe avrundede pizzastykker.
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Finn arealet av et av disse.
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Et annet klassisk triks, er kjerneregelen. Dette er bare kjerneregelen for derivasjon i retur. Siden

d 2

—e T = 2ge T
dx ’

er det veldig lett 3 beregne
/—230@_12 de=e* +C

Hvis integranden ser omtrent riktig ut i forhold til dette systemet, men har feil konstant, er det bare
a gange og dele og herje litt:

3 3
/?mve””2 dex = 3/336””2 dx = —5/—21'6302 dx = —567“”2 +C
Hvis integranden blir komplisert, kan det vaere lurt & utfgre dette trikset som en variabelsubstitusjon,
men dette blir fort en uforstdelig oppskrift (det var det ihvertfall for meg da jeg gikk pa skolen) om

man ikke skjgnner at det er kjerneregelen som ligger i bann for alt:

/3xe_‘”2 dz = —g/e“ du = —ge“ +C = —;e_x2 +C

Regn ut
/ sin (z) d.
1+ cos (x)
Finn arealet begrenset av y = x/(22 +16), y =0, 2 = 0 og © = 2.

@ Beregn
/ex\/l + e* dz.

Du husker kanskje formelen for delvis integrasjon:

/fg’zfg—/f’g

Finn

[ xcosx du. [ e* cosz dx.
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NOTTER

@ Finn ut hvordan du skriver og kjgrer pythonkode pa laptopen din.

| mange situasjoner er det enten umulig eller urealistisk 3 antiderivere for 3 finne integralet. Funksjonen
2 . . . . o o
e~* har ingen antiderivert som lar seg skrive ned pd en pen mate.

Arealet under grafen til f(z) = e " og mellom z = 0 og = = 1 skrives
! 2
/ e 7 dxr = 0.7468241328...
0

Finn dette arealet pa en eller annen méate uten wolframalpha.

Det viktigste & skjgnne nar vi skal forstad integrasjon, er hva en riemannsum er. Disse brukes egentlig
til & definere integralet, men kan ogsa brukes til & finne en tilnarming til arealet under grafen.

G3 pé nett og finn ut hva en riemannsum er, og finn
! 2
/ e " dx
0

Hvorfor plages vi med dette? Standardnormalfordelingen

ved hjelp av riemannsummer.

https://en.wikipedia.org/wiki/Normal_distribution

har sannsynlighetstetthetsfunksjon f: R — R gitt ved

Denne skal du bli godt kjent med senere i studiet. N& tar vi en liten forsmak.

| en kontinuerlig sannsynlighetsmodell finner man sannsynligheter ved & integrere sannsynlighetstett-
hetsfunksjonen:

https://en.wikipedia.org/wiki/Probability_density_function

Sannsynligheten for at en standardnormalfordelt stokastisk variabel Z havner mellom a og b i et

forsgk, er ,
1 2
Pla< Z <b —/ e 12 dx.
( ==

Du kan lese mer om normalfordelingen i kap. 24.8 i Kreyszig eller i kap. 7.8 i Adams. | standardnor-
malfordelingen er y =0 og o = 1.

Du vet at standardnormalfordelingsfunksjonen ikke har noen antiderivert som er lett 3 evaluere.
Lag en pythonfunksjon som tar inn a og b og returnerer P(a < Z < b) ved riemannsummer.

Hvis du lykkes med denne oppgaven, har du din egen rutine for & beregne sannsynligheter i standard-
normalfordelingen. Du kan bruke den senere i studiet.



