Kapittel 6

Rekkeutvikling

Vi er vant med a skrive om funksjoner. For eksempel
kan funksjonsuttrykket

f(z) = cos®> z —sin® x

like gjerne skrives
f(z) = cos2z.

I dette kapitlet skal vi ta et steg videre, og skrive
funksjoner som uendelige summer av tilsynelatende
ikkerelaterte funksjoner.

Eksempel 6.1.

St x2n+1
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n=0 ( n+ )
Eksempel 6.2.
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n=1
Potensrekker

En potensrekke er en rekke pa formen

oo
g apx”.
n=1

Vi har allerede vaert borti dette da vi definerte eks-
ponensialfunksjonen

> "
exp (z) = Z e
n=0
og den geometriske rekken
1 N,
1—z Z v
n=0

En analytisk funksjon f er en funksjon definert ved

fz) = Z anx”.
n=1

Det forste sporsmalet & stille er hvilke x rekken pa
hgyre side konvergerer for. Dette er apenbart forskjel-
lig fra rekke til rekke. Eksponensialfunksjonen kon-
vergerer for alle , mens den geometriske rekken kun
for |z| < 1.

Teorem 6.3. Konvergensradius

Teorem 6.4. integrasjon og derivasjon

Taylorrekker

Teorem 6.5. taylors formel

Numerisk derivasjon

Taylorrekker kan brukes til & utlede en stor klasse av
numeriske metoder for beregne tilnserminger til den
deriverte.

Sekanter og tangenter

I M1 definerte vi den deriverte til en funksjon f som

/ [+ h)— f(x)
O
Uttrykket

fl@+h)— f(=z)

h

er stigningstallet til sekanten til f mellom punktene
x og x + h. For sma h er denne sekanten en grei
tilnserming til stigningstallet f(x):

) S+ D) = 1)
O

Pa papiret er det slik at jo mindre h, desto bedre
tilnserming.

Eksempel 6.6. La f(z) = €®, og la h = 0.1. Vi
beregner

el:6 _ L5

— =4.7134.
0.1

F(15) ~
Merk at
f(1.5) = e'® = 4.4817,

s denne tilnzermingen bommer med rundt 2 - 1071,
Vi kan ogsa prgve h = 0.01. Da far vi

el:dl _ 1.5

——— = 4.5042.
0.01 50

f(1.5) =~
som er noe bedre, na er feilen pa rundt 2 - 1072, Vi
knekker til med enda en:

el:501 _ L5

"(1.5) m —————— = 4.4839
F(15) 0.001 ’

og far en feil pa rundt 2-1073. A

Merk. Feilen i forrige eksempel er tydelig proporsjo-
nal med h - deler du h pa 10, deler du feilen pa 10.
En god illustrasjon av linezer feil.



Taylorutvikling
Det gar an a utlede formelen

fla+h) = f@)

7w) = S

ved & bruke taylorutviklingen til f i punktet x:

Fleh) = £(a) + Fn+ Ln o

Stigningen til sekanten kan skrives

flea+h)—fl@) _ f(x)
S = @)+ Ty

og vi ser at dette stigninstallet bestar av den eksakte
verdien for f’(x) pluss resten av taylorrekken til f

fla), @),
2 6 "

Denne halen forteller oss noe om feilen. Dersom h er
liten nok, vil h veere mye stgrre enn h?, og vi skriver

1@, @)

2 6 = O(h)

for & signalisere at feilen er proporsjonal med h.

Hgyere ordens tilnserminger

Vi kan relativt lett forbedre den lineere tilnsermingen
fra forrige avsnitt ved & skrive

Flo— ) = Fla) — F@n+ L pe

og sette opp tilnzermingen

flet+h) - flz—h)

@), o)y
2h = S Ty T
Feilen i denne tilnsermingen er
(@) s (@) 4
a1 h* + = h* 4

Hvis h er liten, er det rimelig & anta denne feilen er
mye mindre enn for den fgrste tilnszermingen, siden
h% << h.

Eksempel 6.7. La f(z) = e®, og la h = 0.1. Vi
beregner

el6 _ ol

[/(15) & g5 = 4.489162287752202,
som gir en feil pa rundt 7.5 - 1073, Mye bedre enn i
sted. Vi kan prgver ogsa h = 0.01:

el 51 _ 149

———————— = 4.481763765529401
0.02

F(1.5) ~
som er noe bedre, na er feilen pa rundt 7.5 - 107°.
Knekker vi til med h = 0.001, far vi

61'501 _ 1.499

€ — 4.481689817286139

"(1.5) ~
F(15) 0.002

som gir en feil pa 7.5 - 1077, A

Merk. Legg merke til hvordan feilen i forrige eksem-
pel er nermest perfekt kvadratisk - vi far to nye de-
simaler hver gang vi deler h pa 10. Feilen deles altsa
pa 100 nar A deles pa 10.

Hvis du virkelig vil sla pa stortrommen, kan du
bruke formelen

f'z) =

f(z —2h) —8f(x — h) +8f(x + h) — f(x + 2h)

12h

Eksempel 6.8. Vi bruker den store formelen med
h = 0.1, h = 0.01 og h = 0.001. Da far vi feil pa
107%, 1079, og 10713, Fire nye desimaler hver gang
h deles pa 10. Prgv selv. VAN

Hgyere ordens deriverte

Dersom du trenger en tilnsgerming for f”(x), kan du
bruke den andre ordens sentraldifferansen

fle+h)—2f(x)+ flz —h)
h2

Na bgr det etterhvert veere klart hvordan en slik de-
rivasjonsformel konstrueres - man sgker en lineser-
kombinasjon av funksjonsverdier f(z), f(x — h) og
f(x + h) og lignende ledd, for & oppna to ting:

= f"(x) +O(h?)

e Korrekt tilngerming av den n-te deriverte.

e Sa hgy orden som mulig.

Richardsonekstrapolasjon

Det gar an a kombinere tilnserminger av forskjellig

orden til a oppna hgyere ordens tilnserminger. Vi de-

erer fo+h)— fla—h)
r+h)— fle—

Da har vi at

(@) | el @)

Bl = /(@) + 2 o

og

()= () 2 (2) 282

Her er trikset.

16 (5) o) _ h\* ()
3 :f(x)_<2> o T

Med andre ord: den rette linezerkombinasjonen av to
estimater med forskjellige gitterfinheter kan fa et (el-
ler flere) ledd i feilutviklingen til & forsvinne, og da
far vi en hgyere ordens tilnserming.

Eksempel 6.9. Hvis vi setter h =
tidligere approksimasjoner,

0.1, og tar to

61.6 1.4

$(0.1) = % = 4.489162287752202,

med en feil pa rundt 7.5- 1073, o

el:51 _ o149

—— =4.481 29401
0.02 8176376552940

$(0.01) =



med en feil pa rundt 7.5-10°, og og kombinerer dem,
far vi

1006 (1) — ¢(h)

99 = 4.481689032981695

som gir en feil pa —3.73- 1078 ~ (%)4. VAN

Det gar an a formulere presise teoremer som fortel-
ler hvordan man skal lineserkombinere tilnserminger
til hgyere ordens tilnserminger, men vi ngyer oss med
denne lille smakebiten.

Numerisk integrasjon

Med taylorrekker kan vi endelig analysere hvorfor
midtpunktmetoden og trapesmetoden oppforer seg sa
forskjellig.

Fourierrekker

For mange funksjoner gar det an a skrive

o0
f=ao+ E an cosnx + b, sinnx,

n=1

som kalles fourierrekke. Koeffisientene er gitt ved

1 (7 1 /7
ao = 5 » (z) dx an = — - f(z) cosnz dz
by, = 1 f(z)sinnz dx.
™ —T

Det er ikke innlysende at det gar an a skrive funksjo-
ner pa denne maten, og vi skal studere dette nsermere
i senere semestre. I dette semesteret skal vi begrense
oss til a vise at koeffisientene ma veere slik de er, og
beregne noen eksempler. La m,n > 1. Det er ikke sa
vanskelig a vise at

g m forn=m
cos nx cosmx dxr =
0 forn#m

—T

T . m forn=m
sin n sinmx dx =
0 forn#m

—T

og

s
/ cosnxsinmz dr =0

—T

Vi beviser det for cosinusfunksjonene. Forst skriver
vi om litt:

Uy
/ Ccos nr cosmx dxr =

—Tr

1 ™
5 / cos(n + m)x + cos(n — m)x dx

Det siste integralet er lett & beregne. Det forsvinner
for alle verdier av m og n, unntatt nar m = n, for da

1 ™ ™
5/ cos(n—m)xda::/ dx =,

- -7

slik at

4 m forn=m
cosnx cosmx dx =
0 forn#m

—T
De to andre formlene bevises pa samme mate.

Eksempel 6.10. Vi finner fourierrekken til
fl@)=2 der ze€ (—m,m).

Vi beregner

1 [ 1 [
ag = — zdr =0 an:—/ xcosnx dr =10
2 J_, u

—T

I 2
b, = f/ rsinng dr = =(—1)""!
™ n

—T

Merk at symmetri gir ag og a,, mens b,, ma beregnes.
Fourierrekken blir

Eksempel 6.11. Vi finner heavisidefunksjonen

u(z) =

1 forxz>0
0 forz<DO.

sin reelle fourierrekke pa (—m, 7). Vi beregner

1 (7 1 [ 1
u(z) de = — dx = 5

ao = =
2T 0

2 ),

1" I
an:f/ u(x) cosnx dx:f/ cosnz dr =0
0

T _x ™
1 (" . 1 /.

by = — u(z)sinne de = — sinnz dx
™) _x ™ Jo

n—Qﬂ for n oddetall
0  for n partall.

Altsa kan vi skrive

1 2 1
u(x)~§+;;2n_1sin(2n—l)a:

Fourierrekken konvergerer til u pa intervallene
(-=m,0) og (0,7), og til 1/2 1z = 0 og z = =
Partialsummer er funksjoner pa formen

1 2 1 .
SN:§+;Z2n_1sm(2n—l)x

Under er plot av partialsummer for n = 2, n =5 og
n = 100. Jeg har plottet pa intervallet [—2, 27] for &
illustrere hvordan fourierrekken oppfgrer seg utenfor
intervallet [—, 7r]. A
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